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Przedmowa

Przekazujemy Panstwu szes¢dziesiaty drugi tom serii: ,,Biblioteka Wiadomosci
Statystycznych”, nawiazujac do nurtu metodologicznego tej serii. Opracowanie
dra hab. Wojciecha Niemiro i prof. dra hab. Jacka Wesotowskiego dotyczy
statystyki matych obszaréw.

Statystyka ta niesie ze sobg ogromny potencjal metodologiczny i aplikacyjny.
Zainteresowanie ta dziedzing wzmoglo si¢ wyraznie w XXI w. W zyciu spoteczno-
-gospodarczym Polski coraz wigksza role odgrywaja lokalne jednostki terytorialne,
ktére poszukuja aktualnych, doktadnych i szczegbtowych informacji. Nalezy
podkresli¢, ze wraz ze statystyka matych obszaréw w metodologii badan
spoteczno-ekonomicznych, prowadzonych na probkach losowych, szersze
zastosowanie znajduje podejscie modelowe, wywodzace si¢ wprost ze statystyki
matematycznej.

Autorzy publikacji zajgli si¢ badaniem jednego z podstawowych modeli
bayesowskich w statystyce matych obszaréw, w ktérym modelowaniu podlegaja
badane jednostki, a nie estymatory. Opracowanie koncentruje si¢ na bogatej
analizie symulacyjnej jakosci aproksymacji wartosci estymatoré6w w modelu
bayesowskim za pomoca metod MCMC (Monte Carlo Markov Chain). Zawarte
w pracy wyniki stabilnosci estymatoréw, uzyskane w hierarchicznym modelu
bayesowskim, wskazuja na mozliwos¢ zastosowania tego typu podejicia
w praktyce statystyczne;j.

Ze wzgledu na badane cechy wyniki opisywanych symulacji sa szczegdlnie
obiecujace w sytuacji duzego zréznicowania matych obszaréw. Przekonuje to
do dalszych poszukiwan metodologicznych, jak rowniez do wyrazenia ostroz-
nego optymizmu co do mozliwosci zastosowania opracowanej metodologii
w praktyce badan spoteczno-ekonomicznych. Z tego powodu ten tom ,,Biblioteki
Wiadomosci Statystycznych” warto poleci¢ zar6wno pracownikom statystyki
publicznej, jak i badaczom zainteresowanym statystyka matych obszaréw.

Prezes
Gtéwnego Urzedu Statystycznego

Cusl 7

/-/ Jbzef Olenski
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Wstep

Opracowanie pos$wiecone jest symulacyjnym badaniom prébnika
Gibbsa dla hierarchicznego modelu bayesowskiego malych obszaréw.
Model ten, w caltej ogblnosci, opisany jest w podrozdziale 1.1. Jest to
model nakladany na jednostki populacji, a nie na estymatory
w malych obszarach. Te dwa podejscia sa opisane jako podstawowe
dla statystyki malych obszaréw w monografii Rao (2003). Dotychczas
malo wiadomo o dokladnosci estymacji badz predykcji parametrow
na poziomie maltych obszaréw przy wykorzystaniu wtasnie tego pod-
stawowego modelu, a w szczegolnosei, przy wykorzystaniu probnika
Gibbsa. W tej sytuacji problem si¢ dodatkowo komplikuje, bo zabu-
rzenia wprowadza sam probnik, tzn. nie realizuje on dokladnych
wartosci estymatoroéw, czy predyktoréw bayesowskich, a jedynie je
przybliza.

Nasza praca koncentruje sie wtasnie na tym drugim aspekcie: przed-

miotem zainteresowania jest, bardziej niz jakos¢ estymatoréw bayesows-
kich w modelu hierarchicznym, analiza zbieznosci probnika Gibbsa do

tych wiasnie estymatoréw, czyli odpowiednich $rednich a posteriori.

Nalezy jednak podkresli¢, ze wyniki symulacyjne pozwalaja na sfor-

mulowanie pewnych wnioskéw réwniez dotyczacych jakosci samych

estymatorow a posteriori. Probnik jest opisany w podrozdziale 1.2.

Implementowany byt za pomocg pakietu R.

W rozdziale 2 przedstawiono wyniki trzech eksperymentéw z bardzo
diugimi przebiegami o 20500 krokach. Zbadano symulacyjnie zacho-
wanie zmiennych wystepujacych w modelu, zaréwno zmiennych o cha-
rakterze pomocniczym, jak i zmiennych, ktérych estymacja jest celem
ostatecznym zastosowania probnika. Okazuje sie, ze duzy wplyw na
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jakos¢ otrzymywanych wynikéw ma stosunek zmiennogci bledow loso-
wych do zmiennosci miedzy malymi obszarami.

Jezeli male obszary 4 znaczgco zroznicowane (podrodzial 2.1), to
probnik szybko sie stabilizuje i bardzo dobrze estymuje odpowiednie
parametry a posteriori. W szczegblnodci wtedy, gdy rozktady a pri-
ori s nieinformacyjne, tzn. jedyna informacja poza modelem, ktorg
wykorzystuje prébnik, to dane z obserwacji. Jezeli to zréznicowanie
Jest niewielkie w stosunku do wariancji btedu losowego (podrozdzial
2.2), okres stabilizacji prébnika, znaczaco si¢ wydtuza i otrzymywane
estymatory parametrow a posteriori sg malo efektywne. W dodatku
sa one dalekie od parametrow modelowych. Nieco mozna poprawic
sytuacje zadajac informacyjne rozktady a priori | tzn. takie, ktore za-
wierajg przyblizong, informacje o rozkladach modelowych parametréw.
Jednak i w tym przypadku (podrozdziat 2.3), mimo ze prébnik dobrze
przybliza parametry a posteriori, s one odlegte od interesujacych nas
parametrow matych obszaréow.

Doswiadczenie zdobyte w badaniach dhugich trajektorii wplynelo na
to, iz do dalszych analiz wybrano model ze znaczacym zroznicow-
aniem malych obszaréw. Dla takiego modelu przeprowadzono serie
200 symulacji, przy czym w kazdej liczba krokéw prébnika wynosila
10500. Ponownie do analiz wykorzystywano trajektorie bez pocza-
tkowych 500 krokéw. W takiej sytuacji, przede wszystkim zbadano
empirycznie blgd sredniokwadratowy dla estymatorow parametrow
a posteriori oraz ich obcigzenie. Tego dotyczy rozdzial 3. W rozdziale
4 zajeto sic wplywem warunkow poczatkowych na wyniki otrzymy-
wane przez probnik. Natomiast w rozdziale 5 wrécono do zagadnienia,
wplywu rozkladu @ priori na szybko$¢  zbieznosci  prébnika
1 na jakos¢ otrzymywanych rezultatow. Nalezy podkredli¢, ze w od-
roznieniu od wynikéw uzyskanych w tym kierunku w podrozdziale 23,
tym razem poziom wariancji bledéw nie jest wysoki w poréwnaniu ze
zmiennoscia miedzy matymi obszarami. W krotkim rozdziale 6 ze-
brano wnioski wynikajace z przeprowadzonej analizy symulacyjne;.



Rozdzial 1
Model 1 metoda obliczeniowa

1.1. Hierarchiczny model bayesowski
na poziomie jednostek

W rozpatrywanym modelu przez y; oznaczono warto$é obserwowanej
cechy ) dla j-tej jednostki populacji o liczebnosci J (j = 1,...,J).
Zaktada si¢ hierarchiczny model bayesowski opisany dalej. W modelu
tym z; oznacza wektor znanych zmiennych pomocniczych dla j-tej
jednostki, 3 oznacza nieznany wektor efektow stalych, wspélny dla
wszystkich jednostek populacji, 6; oznacza efekt losowy wspolny dla
wszystkich jednostek z malego obszaru o numerze i (i = 1,...,1,
gdzie I jest liczba malych obszaréw), natomiast s? oznacza wspoélna
nieznang wariancje btedu obserwacji.

Celem estymacyjnym w statystyce malych obszrow jest prognoza wek-
tora (0;) oraz, znacznie tatwiejsza, estymacja parametru 3. Rozwazany

model zdefiniowany jest przez nastepujacy hierarchiczny uktad praw-
dopodobieristw warunkowych:

F
y=(4;)18,0,5> ~ QN (278 + bnags); 5°),
g=1

5 o N(b72)7
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1
9:(02')]1}27:u = ®N(fu’7v2)>
i=1
v~ G(p,N),
po~ N(m,7?),

572~ Glg,k),

gdzie N oznacza rozklad normalny, G rozklad gamma, symbol ma(5)
oznacza numer malego obszaru, do ktorego nalezy jednostka ¥
a symbol @ produkt rozkladow (niezaleznosé odpowiednich zmien-
nych losowych). We wzorach przyjeto, ze populacja sktadajaca si¢ z
J jednostek podzielona jest na I malych obszaréw.

Modele tego rodzaju sa standardowo rozwazane w statystyce maltych
obszaréw, zob. np. Rao (2003), Ghosh (2001) albo wezesniej w Ghosh
1 Rao (1994). Brak jest natomiast opracowan dotyczacych jakosci
otrzymywanych oszacowan. Z tego wzgledu doglebna analiza ich wia-
snosci jest bardzo istotna dla pelnego wprowadzenia tego podejscia
w realnych badaniach probkowych.

Stosowane w naszym opracowaniu podejScie bayesowskie polega na
tym, ze estymatory uzyskiwane maja byé jako odpowiednie §rednie
@ posteriori. Warto mocno podkresli¢, ze takie podejscie wyklucza
wplyw schematu losowania na otrzymywane predyktory i estymatory.
Rozktady a posteriori sa analitycznie nieosiagalne, dlatego stosuje sie
do ich otrzymania podejscie MCMC (Markov Chain Monte Carlo)
wykorzystujac prébnik Gibbsa.

1.2. Prébnik Gibbsa

Prébnik Gibbsa jest zdefiniowany przez podanie wszystkich brzego-
wych rozktadow warunkowych, ktére w przypadku rozwazanego mod-
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elu hierarchicznego daja sie explicite wypisa¢ wzorami analitycznymi
i w konsekwencji realizowaé¢ na drodze symulacji komputerowej. Roz-
ktady te maja postac:

b 1
vy, 8,0,8%, 1 Glgtp Aty EZ (0 —p)* |,

sy, 8,0, u ~ G g+q, n+% : (Wi — 2] B = Omai)? |,
@)y, B, 8% 0%, ~
@N 92+i12J'u 82 41—)2112J Jmaz(j) iy Ifjrﬁ)’ sTiPQ;«J: ’
Bly,0,s* v* n ~
N ijxf+822_l : Z(yj Oma(j))z; + 22710 |,

J
~1

) 25~1
E z;z; + 7% .
J

BB~ N | i s T Yo T
Y, 9, Uy o . m - iy 5 |.
i v2 + 72] v2 4+ 72] ; Y2 472

We wzorach tych liczby (.J;) oznaczaja liczebno$ kolejnych matych ob-
Szarow.

Oczywiscie, w wyniku stosowania prébnika Gibbsa mozna otrzymy-
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wac jedynie przyblizenia rozktadéw a posteriori. Istotne jest zatem
zbadanie wlasnosci tego wtasnie prébnika. Dla rozwazanego modelu,
ze wzgledu na potencjalne zastosowania, podejmowane sq w ostatnich
latach liczne proby szacowania szybkosci zbieznosci prébnika Gibbsa,
Najczesciej stosowanym kryterium jest odleglosé¢ pelnego wahania po-
miedzy rozktadami generowanych przez prébnik zmiennych losowych
a docelowymi rozkladami ¢ posteriori. W tym celu wykorzystuje sie
podejscie oparte na tzw. funkcji dryfu, zob. np. Rosenthal (1995),
Jones i Hobert (2004), Roberts i Rosenthal (2004), Latuszyriski (2008)
oraz Latuszyiiski i Niemiro (2009).

W pewnym sensie, model rozwazany w tym opracowaniu Jest mod-
elem testowym dla roznych teoretycznych metod analizy algorytmow.
Nalezy podkresli¢, ze otrzymywane oszacowania sg bardzo niedoktadne.
Przy tym brak dogtebnych analiz symulacyjnych. Te luke ma wypelnié
nasza praca. W zasadzie dotyczy ona pelego modelu i odpowie-
dniego prébnika Gibbsa. Jedyne uproszezenie polega na zaniedbaniu
paramteru 3, tzn. przyjeciu, ze jest on réwny 0 (albo rownowaznie, ze
wszystkie z;-ty sg zerowe).

Oproécz trajektorii generowanych bezposrednio przez probnik, oblicza-
no takze trajektorie swarunkowej metody Monte Carlo” typu Rao-
Blackwella. Sg one zdefiniowane w spos6b nastepujacy: Niech funkcja
[ przyporzadkowuje wielowymiarowej zmiennej z —= (s,v,1,0) jedna
ze wspotrzednych. Trajektorie generowang bezposrednio przez préb-
nik stanowi cigg f;:= f(X%). Przez trajektorie ,warunkowej metody
Monte Carlo” typu Rao-Blackwella, rozumiemy cigg

k= E[f (X)X,

Roéwnolegle do standardowego estymatora , $rednia wzdhug trajektorii”,

czyli
b+n

Fi= 2 3 £,

k=b+1
obliczano ,warunkowy estymator Monte Carlo” lub inaczej estymator
typu Rao-Blackwella,

b+n

ﬁ%fB:T_lL Z ELf (Xk41)| Xx].

k=b+1
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Jesli, np. przedmiotem zainteresowania jest wspotrzedna p, czyli
f(x) = f(s,0,1,0) = p,

to stosowane beda oznaczenia,

e R-B._ rR— _R— Fh
M= fk7 My, -== Ji Ba ,u'bn fbn oraz /’LbR,nB:: bsz B'
Podobne symbole uzywane beda dla trajektorii i ,$rednich wzdtuz tra-
Jektorii” dla zmiennych s i v. Dla zmiennych (6;) trzeba uzywaé ozna-
czen z dodatkowym wskaznikiem ¢ numerujacym obszary, a wiec 6 x,
& o i 855
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Rozdziat 2

Doswiadczenia wstepne.
Badanie rozkladéw a posterior:
dla dlugich przebiegéw prébnika

Metodologia badan symulacyjnych byla nastepujaca: Dla wybranego
zestawu parametrow modelu, czyli zmiennych p,s,v oraz zadanego
zestawu liczebno$ci malych obszaréw (J;) generowano sztuczne dane,
czyli uktad zmiennych (6;) oraz (y;) zgodnie z modelem opisanym w
podrozdziale 1.1.

Doswiadczenia dotyczyly modelu bez zmiennych pomocniczych ;.
Innymi slowy zakladano, ze § = 0. Dla tych danych wielokrotnie
powtarzano przebieg algorytmu (prébnika Gibbsa) opisanego w po-
drozdziale 1.2. Badano wplyw zadanych parametréw rozktadu a pri-
ori, czyli p, A, q, k, m, T oraz wyboru punktu startowego na zachowanie
algorytmu, a w szczegélnosci na cechy rozkladu a posteriori oraz na
szybko$¢ zbieznosci algorytmu.

Nalezy podkresli¢, ze dla ustalonych danych, estymatory generowane
przez algorytm nie sa zbiezne do ,modelowych” wielkosci y, 5,v (uzy-
tych do uprzedniego wygenerowania danych i wobec tego znanych),
tylko do wartodci oczekiwanych a posteriori E(uly), E(s|ly), E(v|y).
Podobna uwaga dotyczy ukladu zmiennych losowych (6;). Rozktad a
posteriori w rozwazanym modelu nie jest mozliwy do obliczenia ez-
plicite.

W istocie jedynym znanym sposobem obliczania wielkosci charak-
teryzujacych ten rozklad jest uzycie metod MCMC. Wobec tego, nawet
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dla sztucznych danych, rozklad docelowy i jego charakterystyki nie sg
znane. Aby temu zaradzic, kazda serie doswiadczen rozpoczyna sie od
dtugiego przebiegu probnika, wykonanego w celu mozliwie doktadnego
wyestymowania rozktadu docelowego. Estymatory uzyskane na pod-
stawie tego wstepnego etapu sg nastepnie traktowane Jako dobre przy-
blizenie wielkosci sdocelowych” (granicznych) i uzywane jako punkt
odniesienia do poréwnari krétszych przebiegow i szacowania, bledéw.

2.1. Zréznicowane male obszary,
nieinformacyjny rozktad a priors

W pierwszej serii doswiadczer zestaw parametrow jest nastepujacy:
p=0, s=10, v=10, J, =10 (t=1,....1=20).

Rozwaza sie niewlasciwy, nieinformacyjny rozktad q priori z paramet-
rami:

Na poczatek przytoczone sg przyktadowe wyniki charakteryzujace roz-
ktad a posteriori. Wykr. 1 przedstawia, Jednowymiarowe rozktady
brzegowe a posteriori zmiennych s i v w postaci histograméw, a wykr.
2 dwuwymiarowy rozklad brzegowy pary zmiennych (s, v)
W postaci tzw. ,wykresu rozproszonego” (ang. scatterplot). Oblicze-
nia oparte sa na przebiegu 20500 krokéw probnika Gibbsa, przy czym
odrzucono poczatkowy odcinek dlugosei 500 krokow (ang.  burnin)
w celu redukeji obcigzenia. Za punkt startowy wybrano ,modelowe”
wartosci s, v, u. Tak wiec rezultaty odpowiadaé¢ beda rozkladowi em-
pirycznemu dla prébki 20000 (zaleznych) zmiennych losowych. Jak
zostanie uzasadnione nieco poznicj, mozna przyjaé, ze probnik jest w
tym przykladzie szybko zbiezny, i ze wielkogé relacjonowanego dogwiad-
czenia jest dostateczna do wiarygodnego poznania rozktadu
a posteriors.
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Wykr.1. Jednowymiarowe rozklady brzegowe zmiennych s i v
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Wykr. 2. Dwuwymiarowy rozktad brzegowy pary zmiennych (s, v)

Dwuwymiarowy rozktad brzegowy (s, v)
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000

30
|

25

20

15

Rozklady zmiennych p 10 wygladaja dosé podobnie, wiec nie ma
potrzeby przytaczania odpowiednich wykresow.
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Nastepne wykresy (wykr. 3 i4) obrazuja przebieg trajektorii probnika
i przedstawiaja ewolucje zmiennych s i vy.

11

11

Wykr. 3. Trajektoria probnika dla zmiennej s

Trajektoria s; warto$¢ modelowa s = 10

T | | | |
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Trajektoria s z odrzuconym poczatkiem dtugosci 500
wartos¢ modelowa s = 10

I I I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja
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Wykr. 4. Trajektoria probnika dla zmiennej v

Trajektoria v ; warto$é modelowa o — 10

| ——

1
0 5000 10000 15000 20000

0

20

10

iteracja

Trajektoria v z odrzuconym poczatkiem dtugosci 500
wartos¢ modelowa v = 10

30

v

I I I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Na podstawie tych wykreséw mozna stwierdzié, ze prébnik bardzo
szybko ,0sigga” stan stacjonarny. W istocie jest tak szybko zbiezny
do rozktadu stacjonarnego, ze odrzucenie poczatkowych b = 500 ob-
serwacji wydaje si¢ przesadna ostroznoscia.

Na wykresach 5 i 6 przedstawiono ewolucje ,$rednich wzdtuz trajek-
torii”, czyli estymatorow Sbn 1 Uy W zaleznosei od dlugoscei n usred-
nianej trajektorii. Zwréémy uwage, ze Srednie obliczano na podstawie
trajektorii:

Kty nv §15 Koitin
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gdzie b = 500 oznacza dtugosé odrzuconego poczatkowego odcinka
trajektorii, za$§ n zmienia sie od 1 do 20000.

Wykr. 5. Srednic wzdhuz trajektorii dla zmiennej s

Trajektoria skumulowanych $rednich s

10.6
|

10.5
|

modelowe s = 10
estymowane s = 10.163

10.4
|

10.3
|

skumulowane érednie s

10.2
|

101
|

I I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja
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Wykr. 6. Srednie wzdhy trajektorii dla zmiennej v

Trajektoria skumulowanych $rednich v

w0
o
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g modelowe v = 1()
= estymowane v = 12.615
£ W
= B b
il
(73]
=
=

I I I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Wykresy 71 8 przedstawiaja w podobny sposob trajektorie zmien-
nej . Zrezygnowano tu z prezentowania poczatkowego odcinka 500
iteracji. Roéwnolegle do trajektorii wartosci sy, generowanych przez
probnik obliczano takze trajektorie ME‘B ~warunkowej metody Monte
Carlo” typu Rao-Blackwella,



Dtugie przebiegi prébnika Gibbsa 21

Wykr. 7. Trajektoria probnika dla zmiennej u

Trajektoria . ; warto$¢ modelowa 11 = 0

o |
S
=2
by
| | l | l
0 5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria estymatoréw R-B [ ; warto$¢ modelowa 1 = 0
v -
N p—
=3

' l I I I |
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Zwraca uwage mniejszy rozrzut warunkowych wartosci oczekiwanych
™ (w dolnej czesci wykr. 7). W rezultacie obliczone estymatory
typu Rao-Blackwella maja wyraznie mniejszg wariancje i mniejszy
blad $redniokwadratowy. Ponizej przytoczone sa wartosci estyma-
toréw fip, i fi; " obliczone na podstawie trajektorii dlugosci n
w zaleznosci od n, dla n = 1,...,20000. Jak zwykle, w przedsta-
wianych tu do$wiadczeniach, b = 500.
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Wykr. 8. Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej y
oraz ich wersja typu Rao-Blackwella
Trajektoria skumulowanych $rednich 1
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2 0 5000 10000 15000 20000
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Trajektoria skumulowanych $rednich estymatoréw R-B (4
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2

=
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\n o‘ 2

2 modelowe u = ()

s ] estymowane metoda R-B u = 0 852

3 b

E T | I | l

. o

@ 0 5000 10000 15000 20000
iteracja

Prawidlowosci widoczne na omawianych wykresach potwierdzaja
obliczenia estymatoréw i ich bledow:

® [i500,20000 = 0.862 — estymator ,grednia wzdtuz trajektorii”,

. [L?OBEOOOO = 0.852 — estymator Rao-Blackwella,
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205 00 '
\/1999 > iso1 (Hk — T500,20000)2 = 2.966 — empiryczne odchyle-
nie standardowe dla (zaleznej) ,,probki” psor, - . . , f20500,

20500 o )
\/ 1999 Zk 501 NJE £ ﬁbgbogoooo) = 0.724 - empiryczne odchyle-

nie standardowe dla 5", . . ., e,

Estymatory typu Rao-Blackwella sa wyraznie lepsze. Ten wniosek
zdecydowanie potwierdzaja wyniki innych eksperymentéw. Dalsza
analiza jest ograniczona do oméwienia zagadnienia estymacji (lub pre-
dykeji) zmiennych (6;) interpretowanych jako ,populacyjne §rednie”
zmiennej y w poszczegdlnych malych obszarach. Nalezy pamietaé, ze
wlasnie te wielkosci sg obiektem zainteresowania statystyki malych ob-
szar6w, podczas gdy estymacja innych parametréw modelu odgrywa
role wazng, ale pomocniczg.

Wykr. 9 przedstawia w gérnej czesci rozktady a posteriori poszczegol-
nych zmiennych (6;) dlai=1,...,1 = 20 (kropki odpowiadaja punk-
tom prébkowanym z rozktadu a posteriori) na tle modelowych wartosci
zmiennych (6;), a w dolnej estymatory Rao-Blackwella 67 na tle
wartosci modelowych.
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Wykr. 9. Rozktady a posteriori i modelowe warto$ci zmiennych 0,

Prébki z rozktadéw a posteriori § — kropki
na tle wartosci modelowych — kétka

S A

.

20

-20

I | I I
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nr obszaru

Estymatory R-B ¢ — kropki
na tle wartosci modelowych — kétka

o
O] P
flpape 9 " b o é
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© = Q o ! &
i s o )
o P & o 10
o I T I e
5 10 15 20
nr. obszaru

Z kolei w tablicy 1 przedstawione sg estymatory $rednich a poster-
tori dla wielkosci 6; oraz odchylenia standardowe tych estymatorow
liczonych wzdtuz, trajektorii, réwniez dla wersji Rao-Blackwella.
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Tabl. 1. Maly obszar: i, warto$ci modelowe: 6;, ich estymatory: éz
i odchylenia standardowe rozktadéw a posteriori: o;, estymatory R-B:

égR_ 5) i ich odchylenia standardowe: JTSR*B)
i 0 0; oi [BES" el T
1]-12.337 | -12.112 | 3.132 | -12.117 | 0.367
2 7.250 7.934 | 3.127 7.934 0.254
3 |-19.174 | -18.013 | 3.136 | -17.967 0.496
4| -14.073 | -14.701 | 3.133 | -14.676 | 0.422
5| 13.369 | 11.000 | 3.114 | 11.026 0.310
6 | -11.583 | -8.822 | 3.130 | -8.807 0.300
7| -0.745] -3.087 | 3.102 | -3.081 0.209
8| 9276 | 9439 |3.130| 9.454| 0.281
9 2.089 3.053 | 3.115 a2 0.194
10 0.544 1.152 | 3.114 1.157 0.186
11 | -10.011 | -6.085 | 3.130 | -6.101 0.252
12 | -16.685 | -16.299 | 3.125 | -16.265 | 0.458
13§ T1.766 | 15.355 | 3,120 [-"15.325 0.400
14 | 13.753 | 14.752 | 3.158 | 14.721 0.387
15 | 20.090 | 20.808 | 3.132 | 20.817 | 0.522
16 4.152 | -0.031 | 3.145 | -0.043 0.187
17 3.518 6.215 | 3.077 6.207 0.227
18 | -0.740 | 0.775 | 3.129 | 0.781 0.186
19 | 12.426 | 15.543 | 3.153 | 15.561 0.405
20 | -11.306 | -9.839 | 3.130 | -9.834 0.320

Uwaga. Wielkosci w tabl. 1 sg obliczone w identyczny sposéb jak
analogiczne wielkosci dla zmiennej p, podane wezesniej.

2.2. Niezréznicowane male obszary,
nieinformacyjny rozklad a priori

W drugiej serii doswiadczen zestaw parametréw byt nastepujacy:

p=0, s=50, v=10, J;=10(=1,...,1=20).
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Blad losowy mial zatem znacznie wicksza zmiennogé (s = 50), niz
zmienno$¢ miedzy malymi obszarami (v =10). Rozwazano ponownie
niewlasciwy, nieinformacyjny rozktad « priors nastepujgcymi para-
metrami:

Analogicznie jak w opisie poprzedniego do$wiadczenia na poczatkuy
przytoczone zostang przyktadowe wyniki charakteryzujace rozklad
a posteriori. Na wykr. 10 przedstawiono Jednowymiarowe rozktady
brzegowe a posteriori zmiennych s i v w postaci histograméw, a wykr,
11 dwuwymiarowy rozklad brzegowy pary zmiennych (s,v) w postaci
Wykresu rozproszonego”. Podstawa obliczen byt przebieg 20500 kro.-
kéw probnika Gibbsa, przy czym, jak poprzednio, odrzucono poczatko-
wy odcinek dlugosci 500 krokéw w celu redukeji obcigzenia. Za punkt
startowy wybrano ,modelowe” wartosci s,v oraz p. Tak wiec nasze
rezultaty odpowiadajg rozkladowi empirycznemu dla prébki 20000
(zaleznych) zmiennych losowych. Prébnik w tym przykladzie byé moze
nie jest tak szybko zbiezny jak w poprzednim, tym niemniej mozna
przyjac, ze 20000 krokéw probnika (po odrzuceniu okresu poczatko-
wego) pozwala na wiarygodne rozpoznanie rozkladu a posteriori.
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Py

gestosc

gestosé

Wykr. 10. Jednowymiarowe rozktady brzegowe zmiennych s i v

Rozkiad brzegowy s
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000
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Rozktad brzegowy v
na podstawie trajektorii dlugosci n = 20000
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Wykr. 11. Dwuwymiarowy rozklad brzegowy pary zmiennych (s, v)

Dwuwymiarowy rozkfad brzegowy (s, v)
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000

30

25

v
15
|

10
|

Obserwujemy znaczgce roznice miedzy rozkladami jednowymiarowymi
v w tym przykladzie i w przyktadzie rozpatrywanym poprzednio. Po-
dobnie rzecz sic ma z rozkladami dwuwymiarowymi (s,v). Probnik
ma trudnosci ze zréznicowaniem matych obszarow, sciagajac wartosci
v do zera.

Wykr. 121 13 obrazuja przebieg trajektorii probnika i przedstawiajg
ewolucj¢ zmiennych s, i vy,
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Wykr. 12. Trajektoria probnika dla zmiennej s

Trajektoria s; wartos¢ modelowa s = 50
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T | T T T
0 5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria s z odrzuconym poczatkiem dtugosci 500
wartos¢ modelowa s = 50
Tp)
w
(7]
Yo
<
| T | T T
0 5000 10000 15000 20000
iteracja

Trajektoria dla zmiennej s w zasadzie nie rézni sie od trajektorii
w pierwszym do$wiadczeniu.
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Wykr. 13. Trajektoria prébnika dla, zmiennej v

Trajektoria v ; wartosé¢ modelowa v = 1()
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iteracja

Natomiast rozklad ¢ posteriors dla v jest znaczaco inny. To juz bylo
obserwowane na histogramie. Trajektoria wiele czasu spedza w okolicy
zera, ale zdarzaja sie tez nagte wyskoki do gory, co wskazuje, ze rozklad
a posteriori dla v oprécz znaczace] mody w zerze, moze mie¢ teg drugg
mode. Te nieregularnosci rozklady zmiennej v maja tez wplyw na,
dtugi czas osiagania stacjonarnosci przez prébnik. Wplywa to réwnie;,
na zachowanie zmiennych y i (6;).

Kolejne wykresy (wykr. 14 i 15) przedstawiaja w podobny sposéb tra-
Jektorie zmiennej i bez poczatkowego odcinka 500 iteracji. Rownolegle
do trajektorii generowanych przez prébnik wartosci % obliczano takze
trajektorie
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,ug_B ;warunkowej metody Monte Carlo” typu Rao—Blackwella. W obu
przypadkach zachowanie jest calkiem inne niz w pierwszym doswiad-
czeniu. Dopiero po dluzszym okresie (ponad 10000 iteracji) nastepuje
stabilizacja obu zmiennych. Wynika stad, ze badany probnik ma trud-
nosci z rozroznieniem miedzy malymi obszarami. W szczegélnosci
zmienne 0;, i = 1,...,I = 20, stabilizuja si¢ na podobnym poziomie.

Wykr. 14. Trajektoria probnika dla zmiennej p

Trajektoria /. ; warto$¢ modelowa ;. = 0
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Wykr. 15. Trajektoria probnika dla, zmiennej ¢,

Trajektoria ¢, (dla obszary 1)
wartos¢ modelowa g ='L19793%
wartos¢ estymowana 01 = 4.340

g —

<
o
~
I
5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria estymatoréw R-B 61 (dla obszaru 1)
wartos¢ modelowa 6, = —12.337
wartos¢ estymowana 01 = 4.336
o
S o
o
I I T T i T
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Na wykr. 161 17 przedstawiono ewolucje ,srednich wzdhug trajektorii”
dla parametréw s i v, czyli estymatoréw Sbn 1 Uy W zaleznosei od
dtugosci n usrednianej trajektorii. Podobnie jak poprzednio, obliczang
srednie na podstawie trajektorii:

Xb-}-b -2 7Xb+n7

gdzie b = 500 oznacza dlugosé odrzuconego poczatkowego odcinky
trajektorii, zas n zmienia si¢ od 1 do 20000.
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Wykr. 16. Srednie wzdluz trajektorii dla zmiennej s

Trajektoria skumulowanych $rednich s
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Wykr. 17. Srednie wzdhu trajektorii dla zmiennej v

Trajektoria skumulowanych srednich v
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Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej s calkiem dobrze aproksy-
mujg Srednig a posteriori, choé ich stabilizacja trwa znacznie dtuzej
(ok. 8000 iteracji) niz w pierwszym doswiadczeniu. Natomiast dla
zmiennej v $rednie wzdhuz trajektorii zle przyblizaja srednig a pos-
teriori. Wiaze sie to z duzymi i stosunkowo rzadkimi wyskokami
W gore zmiennej v. Nawet dla trajektorii majacej 20500 iteracji nie
nastapita widoczna stabilizacja sredniej v wzdtuz trajektorii. Nie po-
zostaje to bez wplywu na $rednie wzdhuz trajektorii dla zmiennej U
co wida¢ na wykr. 18.
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Wykr. 18. Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej
oraz ich wersja typu Rao-Blackwella

Trajektoria skumulowanych srednich
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estymowane p = 5.009
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Liczby potwierdzaja widoczng na tych rwykresach prawidlowosé:

® [i500,20000 = 9.009 — estymator ,grednia wzdluz trajektorii’,

o ﬂ?OE,BQoooo = 5.007 - estymator Rao-Blackwella,

20500 ! . ;
° 19]@ rso1 (& — [500,20000)> = 2.85 — empiryczne odchylenie

standardowe dla (zaleznej) ,,probki” psor, - . . , 20500,
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1 20500 ¢ R-B_ -R-B 2 ; .
1965 2k—s01 (M, ~ H500,20000)” = 2.734 — empiryczne odchylenie
standardowe dla pfs B ... g !

Estymatory typu Rao-Blackwella sa tym razem tylko nieznacznie lep-
sze. Co gorsza, dla obu estymatoréw odchylenia standardowe Sg zna-
czne.

Omoéwione zostana teraz zagadnienia estymacji (lub predykcji) zmien-
nych (6;) interpretowanych jako »populacyjne $rednie” zmiennej y w
poszczegblnych malych obszarach. N alezy przypomnie¢, ze te wielkogei
sg obicktem zaintercsowania statystyki matych obszaréw, podczas gdy
estymacja innych parametréw modelu odgrywa rol¢ wazna, ale pomo-
cniczg.

Wykr. 19 przedstawia w gornej czesci rozktady a posteriori poszcze-
golnych zmiennych (6;) dla i = L,...,] = 20 (kropki odpowiadajg
punktom prébkowanym z rozkladu q posteriori) na tle modelowych
wartosci zmiennych (6;), a w dolnej czg¢éci odpowiednic estymatory
typu Rao-Blackwella na tle wartosci modclowych.
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Wykr. 19. Rozklady a posteriori i modelowe wartosci zmiennych 6;

Prébki z rozktadéw a posteriori # — kropki
na tle wartosci modelowych — kétka
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Tym razem rozktady a posteriori nie sa skupione woko6t wartogci mod-
elowych, nawet w przypadku rozkladow estymatoréw typu R-B.

Potwierdza ten efekt réwniez ponizsza tabl. 2, w ktorej przedsta-
wiono wartosci estymatoréw liczonych wzdtuz trajektorii dla $rednich
a posteriori zmiennych (6;). Zwraca uwage fakt, iz wartosci te od-
biegaja od wartoSci modelowych, a ich odchylenia standardowe sg
znaczne. WartoSci te obliczono w identyczny sposob jak analogiczne
wielkosci dla zmiennej p, podane wezesniej.
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Tabl. 2. Maly obszar: i, wartosci modelowe: 0;, ich estymatory: 6,

1 odchylenia standardowe rozktadow a posteriori: 04, estymatory R-B:
éZ(R—B)

1 ich odchylenia standardowe: O‘Z-(R‘

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10 0.544 | 4.984

11 | -10.011 | 5.114 | 3.965 5.110 2.628
12 | -16.685 | 4.228 | 4.701 4.206 3.779
13 | 11.766 | 6.026 | 4.657 | 6.011 3.661
14 | 13.753 | 5.638 | 4.119 | 5.646 3.018
15 | 20.090 | 5.836 | 4.392 0.884 3.413
16 4.152 | 4.305 4.321 3.546
17 3.518 | 5.543 5.495 2.827
18 | -0.740 | 5.118 5.103 2.629
19 | 12.426 | 5.970

20

2.3. Niezr6znicowane male obszary,
informacyjny rozklad a priori

Trzeci eksperyment dotyczy,
Ina znacznie wiekszg zmienno$é niz zmiennogé mi
szarami. Ponownie jako parametry modelowe przyj
1v = 10. Jak mozna bylo zaobserwowa¢ podczas
eksperymentu, same dane przy nieinformacyjnych rozklad
w tej sytuacji nie zapewniaja poprawnego dzialania prob
poprawy dziatania probnika, polegal na wzieciu takich pa

tak jak i drugi, sytuacji, gdy blad losowy
edzy malymi ob-
¢to =0, 5. =450

analizy drugiego
ach a priori,
nika. Pomys}
rametrow roz-
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ktadow a priori, ktoére sa blizsze wartosciom modelowym. Innymi
stowy, probnik nie tylko korzysta z obserwacji (y-6w) ale dostarczana
jest mu pewna dodatkowa wiedza w postaci odpowiednich rozkladow
a priori. Dla tych rozkladéw wybrano nastepujace parametry:

m=0, 72=10, p=5 A=400, ¢g=5, &= 10000.

Na kolejnych wykresach (wykr. 20 i 21), na ktérych przedstawiono
jednowymiarowe rozklady a posteriori zmiennych s i v w postaci
histogramow oraz rozklad dwuwymiarowy (s,v) w postaci ,wykresu
rozproszonego”, mozna zaobserwowaé, ze wszystko w zasadzie wro-
cito do normy. Wykresy sa do$é podobne do analogicznych wykresow
w pierwszym eksperymencie. Wyglada na to, ze prébnik szybko os-
iaga rozklad stacjonarny przynajmniej dla obserwowanych zmiennych.
Jak we wczesniejszych doswiadczeniach, podstawa obliczen byt prze-
bieg 20500 krokéw préobnika Gibbsa, przy czym odrzucono poczatkowy
odcinek diugosci 500 krokéw w celu redukcji obcigzenia. Za punkt
startowy wybrano ponownie ,modelowe” wartosci s, v, . Probnik jest
znow szybko zbiezny i mozna przyjaé, ze wielkos¢é relacjonowanego
doswiadczenia jest dostateczna do wiarygodnego poznania rozkladu
a posteriort.
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Wykr. 20. Jednowymiarowe rozktady brzegowe zmiennych s i v

Rozktad brzegowy s
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000

A =)
2 o
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o
o
o [ I l =3
45 50 55 60
S
Rozktad brzegowy v
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000
(@]
NQ ~
-
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. s A
a0
o
o
=) I T T T ot
5 10 15 20 25
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Wykr. 21. Dwuwymiarowy rozklad brzegowy pary zmiennych (s,v)

Dwuwymiarowy rozkfad brzegowy (s, )
na podstawie trajektorii dtugosci n = 20000

25

45 50 55 60

Wykr. 22 i 23 obrazujg przebieg trajektorii probnika i przedstawiajg
ewolucje zmiennych s;, i vg.
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Wykr. 22, Trajektoria prébnika dla zmiennej s

Trajektoria s; wartos¢ modelowa s = 5

V)
I
0 5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria s z odrzuconym Poczatkiem dtugosci 500
warto$¢ modelowa s — 5()
[Xo]
& To]
w0
<
T 1 | S
0 5000 10000 15000 20000

iteracja
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Wykr. 23. Trajektoria probnika dla zmiennej v

Trajektoria v; warto$¢ modelowa v = 10

0 _|
N
IS ‘LQ | I
o]
1 T | | 1
0 5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria v z odrzuconym poczatkiem dtugosci 500
wartos¢ modelowa v = 10
'e]
AN
B =
wn
T T T T T
0 5000 10000 15000 20000
iteracja

Ponownie przebiegi trajektorii wskazujg, ze dla obu zmiennych prébnik
stosunkowo szybko osiagga rozklad stacjonarny.

Trajektorie dla zmiennych i (#;) zobrazowane na wykr. 24125 (przy
czym na wykr. 25 wybrano maty obszar i = 1) wygladajg podobnie.
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- ——————Uuge preetiegs probnika Gibbsa

Wykr. 24. Trajektoria probnika dla zmiennej p

Trajektoria 1 ; wartoéé¢ modelowa ;= ()

- —

5000 10000 15000 20000

0.5

~1.0

iteracja

Trajektoria estymatoréw R-B 5 wartos¢ modelowa ;1 =)

7
0.1

031

I | I I I
5000 10000 15000 20000

o

iteracja
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Wykr. 25. Trajektoria probnika dla zmiennej 6,

Trajektoria ¢; (dla obszaru 1)
wartos¢ modelowa 0, = 15.749
wartos¢ estymowana 0; = 14.749

o
©
s 8-
o
W 11 T T T T
0 5000 10000 15000 20000
iteracja
Trajektoria estymatoréw R-B 6, (dla obszaru 1)
wartos¢ modelowa 6, = 15.749
wartos¢ estymowana 0, = 14.810
==
™
<
<%
Yo}
| I | I [
0 5000 10000 15000 20000
iteracja

Na kolejnych wykresach (wykr. 26 i 27) przedstawiono ewolucje ,Sred-
nich wzdtuz trajektorii”, czyli estymatorow Spn 1 Upn W zaleznosci od
dtugosci n usrednianej trajektorii. Srednie obliczano, jak poprzednio,
na podstawie trajektorii:

Xb+17 v 8 7Xb+n-/

gdzie b = 500 oznacza dlugosé odrzuconego poczatkowego odcinka
trajektorii, zas n zmienia sie od 1 do 20000.
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Wykr. 26. Srednie wzdhuz trajektorii dla zmiennej s

Trajektoria skumulowanych s$rednich s

53.0

modelowe s = 50
estymowane s = 50.928

520 525
|

skumulowane érednie S
51.5

51.0
|

50.5
I

50.0

I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja
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Wykr. 27. Srednie wzdhuz trajektorii dla zmiennej v

Trajektoria skumulowanych srednich v

20

1

modelowe v = 10
estymowane v = 10.774

110 =11.5

10.5
|

skumulowane $rednie v
95 100
=

8.5

I I I I I
0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Widzimy, Ze $rednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej s dobrze aproksy-
mujg Srednig a posteriori. Podobnie dla zmiennej v Srednie wzdluz
trajektorii niezle przyblizaja $rednig a posteriori. Problem, ktory po-
jawit si¢ w drugim cksperymencie zostal zazegnany (jak si¢ okaze dalej
jedynie czesciowo) poprzez wziecie informacyjnego rozktadu a priori.

Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej 4 tez stabilizuja sie stosunkowo
szybko i dobrze przyblizaja odpowiednie érednie a posteriori, co zna-
komicie obrazuje wykr. 28.
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T . TN Preehieg: probnitka Gibbsa

Wykr. 28. Srednie wzdhug trajektorii dla zmiennej
oraz ich wersja typu Rao-Blackwella

Trajektoria skumulowanych $rednich 7

@
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4 0 5000 10000 15000 20000
iteracja

Trajektoria skumulowanych $rednich estymatoréw R-B 4
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v O _

£ &

g — modelowe = ()

= = estymowane metoda R-B u = (.035

é SH T T T

2 0 5000 10000 15000 20000

iteracja

Liczbowo, obserwowana na poprzednich wykresach prawidtowosé
wyglada nastepujaco:

® Hs00,20000 = 0.036 — estymator ,grednia wzdtuz trajektorii”,

® /2?{)630000 = 0.035 — estymator Rao-Blackwella,
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\/1999 Zﬁ%%”l (px, — 00720000)2 = 0.315 — empiryczne odchyle-
nie standardowe dla (zaleznej) ,,probki” pisor, - - ., 20500,

\/1999 220550(?1 (e~ ﬂ?()O%OOOO) = 0.035 — empiryczne odchyle-

nie standardowe dla pr,®, ..., B

Estymatory typu Rao-Blackwella sg znacznie lepsze od standardowej
$redniej wzdluz trajektorii.

Omowione zostanie teraz zagadnienie estymacji (lub predykcji) zmi-
ennych (¢;) interpretowanych jako ,populacyjne srednie” zmiennej y
w poszczegolnych matych obszarach. Jak juz zaznaczono wezesniej,
wlasnie te wielkosci sg glownym obiektem zainteresowania statystyki
matych obszaréw. Estymacja innych parametréw modelu odgrywa je-
dynie wazng role pomocniczg.

Wykr. 29 przedstawia w gornej czesci rozktady a posteriori poszcze-
golnych zmiennych (6;) dla i = 1,...,7 = 20 (kropki odpowiadaja
punktom prébkowanym z rozkladu a posteriori) na tle modelowych
wartosci zmiennych (f;), a w dolnej estymatory typu Rao-
-Blackwella na tle modelowych wartosci zmiennych (6;).
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———————————— "ugte preebiegi probnika Gibbsa

Wykr. 29, Rozktady a posteriori i modelowe wartogci zmiennych ¢,

Prébki z rozktadéw a Posteriori 6 — kropki
na tle wartosci modelowych - kétka

2 q
= q
- S [0} { (0}
- T g ¢
o H ’
¥ | T
5 10 15 20
nr obszaru
Estymatory R-B ¢ — kropki
na tle wartosci modelowych — kétka
=91, 3 N . e il
SN “T—’ l 3 % o
o
. I I I Y
5 10 15 20
nr obszaru

Widzimy, w szczegolnosci w przypadku rozkladéw estymatoréw typu
Rao-Blackwella, 7e wartosci modelowe maja wicksze zroéznicowanie niy
rozklady a posteriori w poszczegblnych matych obszarach. Innymi
stowy, zastosowanie informacyjnego rozkladu q priori, cho¢ poprawilo
estymacje zmiennych pomocniczych, to nie wystarczyto do uzyska-
nia dobrych estymatoréw q posteriori wielkosci 0; w poszczegolnych
malych obszarach. Nalezy przypuszczaé, ze przewazyt efekt malego
odchylenia standardowego v w stosunku do s. Efekt ten obrazuje
tez tabl. 3. Obserwuje si¢ zbyt male zréznicowanie estymatoréow w
matych obszarach. Tym niemniej, tak Jak w przypadku pierwszego
eksperymentu, zauwazy¢ mozna, ZNaczaco mniejsze
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odchylenie standardowe dla estymatoréw typu Rao-Blackwella, w sto-
sunku do zwyktych estymatoréw uzyskiwanych z prébnika Gibbsa.

Tabl. 3. Maly obszar: i, wartosci modelowe: 0;, ich estymatory: 0;
i odchylenia standardowe rozkladéw a posteriori: o;, estymatory R-B:

éZ(R*B) 1 ich odchylenia standardowe: al-(R“B)
7 91 é, ag; éi(R_B) O'i(R_B)
1| 15.749 | 14.749 | 10.199 | 14.810 4.957
2 2.203 | -3.813 | 8.930 | -3.829 1.316
3| -1.825| 0.1585 | 8.903 0.130 0.222
4 8193 | 13.129 | 9.956 | 13.044 | 4.365
) 3.999 | -2373| 8.897 | -2.372 0.839
6 3.858 3.423 | 8.956 3.409 1.150
71 6.022 1.576 | 8931 | 1.510| 0.539
8 | -28.868 | -12.686 | 9.784 | -12.748 4.294
9| 14.859 5.253 | 9.051 5.297 1.776
10 | -0.972 0.058 | 8.948 0.256 0.231
11| 12.561 | -1.903 | 8.935 | -1.808 | 0.658
12 | -11.291 0.600 | 8.854 0.596 0.288
13 7.179 1.270 | 8.918 1.214 0.451
14 7.737 6.568 | 9.205 6.643 2.224
15| -4.615 | -1.174 | 8.994 | -1.092 0.439
16 4.481 | 11.2623 | 9.731 | 11.245 3.763
18 | -9.073 2.598 | 8.916 2.654 0.903
19 6.598 6.551 | 9.162 6.624 2.218
20 4.154 5.380 | 9.084 5.437 1.822
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nia dobrych estymatoriw o posteriorm wielkodei 6 w poszezesdloyvel
matych obszarach. Nale By p' Ypuszczal, ze praowazyl efeks raleg
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| Rozdzial 3

Btad sredniokwadratowy i obciazenie

Przeprowadzono 200 powtorzeri przebiegu probnika dla tego samego
zestawu parametréw ,modelowych” co w pierwszej czesci rozdziatu 2,
to znaczy:

p=0, 5=10, v=10, n=10(i=1,...,I = 20).

Podobnie jak poprzednio, zastosowano niewlasciwy, nieinformacyjny
rozktad a priori z nastepujacymi parametrami:

p=0, /\207 q =0, K =U; m =0, T—2:O_

W kazdym z 200 powtoérzen, badano przebieg 10500 krokéw probnika
Gibbsa, przy czym odrzucano poczatkowy odcinek dlugosci b = 500
krokéw w celu redukcji obcigzenia. Za punkt startowy wybierano kaz-
dorazowo ,modelowe” wartosci s, v, . Uwaga skupiona byla na bada-
niu estymatoréw parametréw i (6;) typu Rao-Blackwella.

Wykr. 30 przedstawia histogram estymatoréw parametru u dla dwéch
dtugosci trajektorii 1000 i 10000 krokéw. Wyraznie widoczne jest, ze
dla dtugiej trajektorii rozklad Sredniej z trajektorii znacznie bardziej
koncentruje sie wokot prawdziwej wartosci §redniej a posteriori niz
dla trajektorii krotszej. Ten efekt bedzie jeszeze lepiej zobrazowany w
dalszej czesci rozdziatu za pomocy sckwencji wykreséw pudetkowych.
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Wykr. 30. Rozklady estymatorow parametrny "
dla dwoch dlugosci trajektorii

Rozkiad estymatorgw i typu R-B
Srednie z trajektorii dtugosci 1000

N
(e} o
;L;i =
YT
o
2.00 2.05 2.10 2.15
wartos¢ estymatora
Rozktad estymatorgw i typu R-B
Srednie z trajektorii dhugosci 10000
g 9
2
& 8
o

F\r\,\'

2.00 2.05 2.10 2115

wartos¢ estymatora

niej a posteriori yPost .— E(uly) przez obliczone w kolejnych krokach
probnika wartogei /7,2; 2 (a nie jakosé aproksymacji »modelowej wiel-
kosci” u przez estymator bayesowski 1P*Y). Wobec tego interesujacy
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Oczywiscie, wartos¢ oczekiwana we wzorze na btad sredniokwadratowy
jest obliczana metoda Monte Carlo na podstawie 200 niezaleznych
powtorzen doswiadczenia.

Wykr. 31. BSK estymatorow parametru g
w zaleznosci od dlugosci trajektorii

Pierwiastek z BSK dla $rednich 1 wzdtuz trajektorii

\ BSK
0.02 0.06
| |

0 2000 4000 6000 8000 10000

liczba iterac;i

Odwrotnos$¢ pierwiastka z BSK dla $rednich “
wraz z dopasowana funkcja liniowa

1/v/BSK

20 60 100

I I I I I
20 40 60 80 100

Vliczba iteracji

Jak wida¢ z pierwszego z pierwszego wykresu (gorna czesé wykr. 31),
biad sredniokwadratowy zmierza dosé szybko do zera wraz z liczbg ite-
racji probnika (kazde kotko na wykresie odpowiada bledowi $rednio-
kwadratowemu obliczonemu na podstawie 200 estymatorow sredniej
a posteriori p1). Wyniki symulacji wykazuja zaskakujaco duza zgod-
nos¢ z asymptotycznymi twierdzeniami teorii tanicuchéw Markows.
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Centralne Twierdzenie Graniczne méwi, ze

Vi ([, ” = pP) = N(0,0%),

gdzie b? jest tzw. wariancjg asymptotyczna i zalezy w skomplikowany
sposob nie tylko od rozktadu docelowego (a posteriori) ale i od praw-
dopodobienistwa przejscia taricucha Markowa, czyli od konstrukeji al-
gorytmu MCMC. Tak wiec CTG sugeruje liniows zaleznoéé 1/vBSK
od y/n. Taka zaleznosé¢ jest wyraznie widoczna w dolnej czesci wykr.
31. Nachylenie linii prostej dopasowanej do danych na tym wykre-
sie jest w istocie estymatorem wielkosci 1/b. Na tej podstawie mozna
obliczy¢ estymator wariancji asymptotycznej lub pierwiastka z tej wiel-
kosci. W przedstawionym przyktadzie b = 0.833.

Pokazane dalej (wykr. 32) wykresy pudetkowe dla kolejnych érednich
p wzdhuz trajektorii (co 1000 krokow probnika) pokazuja jak rozktad
tych $rednich zbliza sie do rozkladu skupionego wokél prawdziwej
wartosci a posteriori. Mozna tatwo zaobserwowac, ze probnik dziata
dobrze.
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Wykr. 32. Wykresy pudetkowe dla $redniej parametru u

Wykresy pudetkowe estymatoréw 4 typu R-B

2.10

1

2.05

2.00

liczba iteracji w tys.

Podobnie jest dla predyktoréw wartosci 6; dla kolejnych matych ob-
szarow. Na wykr. 33 przedstawiono ten efekt dla czterech pierwszych
matych obszaréw.
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Wykr. 33. Wykresy pudetkowe dla $rednich parametru 6;,1=1,2,3,4

Obszar nr 1 Obszar nr 2
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liczba iteracji w tys. liczba iteracji w tys.

Z kolei, na wykr. 34 zaobserwowaé¢ mozna, ze rowniez obcigzenie $red-
niej wzdluz trajektorii jako predyktora sredniej a posteriori parametru
u jest niewielkie i szybko staje si¢ wrecz znikome.
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Wykr. 34. Obciazenie dla Srednich wzdtuz trajektorii parametru p

Obciazenie $rednich 1 wzdtuz trajektorii
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liczba iteracji

Wyniki liczbowe dla estymatora parametru y wygladaja nastepujaco:

= a5 S0 f186b 10000 = 2-07 - drednia z 200 symulacji ze Srednich
WZdhlZ traJektorll

\/ o S uﬁ’;% 10000 — )2 = 0.00832886 - odchylenie standard-
owe Srednich z 200 symulacji.

Analogiczne wartosci dla parametréw matych obszaréw (6;) podane sg
w tabl. 4.
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~

Tabl. 4. Maly obszar: i, warto$ci modelowe: 6;, ich estymatory: 6;
i odchylenia standardowe rozktadéw a posteriori: o;

~

1 1.359 0.561 | 0.036
2| -9.831 | -5.017 | 0.031
3| 15.986 | 19.011 | 0.035
4 -0.641 2.752 | 0.033
b) 2.147 4.682 | 0.034
6 | 17.207 | 17.160 | 0.036
7| 25.659 | 21.766 | 0.037
8 | -12.387 | -7.721 | 0.033
91 15.993 | 16.100 | 0.035
10 | -14.976 | -14.088 | 0.034
11 0.197 | -2.504 | 0.033
12| -3.783 | -2.868 | 0.030
13 | -17.318 | -17.661 | 0.034
14 | -8.105 | -9.740 | 0.034

15| -4.933 | -0.711 | 0.035
16 9.083 | 10.012 | 0.034
L7 4.342 6.686 | 0.033
18 | -4.211 | -3.821 | 0.034
19 3.212 4.959 | 0.034
20 2.130 1.842 | 0.032




Rozdzial 4

Badanie wplywu punktu startowego
na dziatanie prébnika

Badano prébnik dla nastepujacych parametréw modelowych:
p=0, s=10, v=10, n; =10 (L midoaelod = 200

Podobnie jak poprzednio, zastosowano niewlasciwy, nieinformacyjny
rozktad a priori z parametrami:

p:O, )\207 (Z:O7 /{,:O’ m-:o, 7_*2:0'

Ze wzgledu na obserwowana wezesniej szybkg zbieznosé prébnika do
badania wplywu punktu startowego stosowano stosunkowo krotki prze-
bieg: 2000 krokéw. Badania ograniczono do zmiennych v, u oraz
(0;). Zmienna v zostala uwzgledniona jako potencjalnie najbardziej
wrazliwa, za$ zmienne p i (6;) ze wzgledu na praktyczne znaczenie es-
tymacji tych wlasnie parametrow. Wielkosci startowe, ktorych wplyw
brano pod uwage to $rednia p i wariancja d?, na ktorych podstawie
generowany jest poczatkowy wektor losowy (6;) skladajacy sie z nieza-
leznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie normalnym
N (po, d?). Wielkosé j1g yo réwniez wartosé poczatkowa zmiennej f.

Przyjeto nastepujace wartosci parametrow startowych: po = 10, 100,
1000 oraz d = 10, 100, 1000. Na wykr. 35, 36 i 37 przedstawione sg
trajektorie typu Rao-Blackwella zmiennej i dla wszystkich mozliwych
kombinacji rozwazanych wartosci poczatkowych parametrow Mo 1 d.
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Wykr. 35. Srednie typu Rao-Blackwella wzdtuz trajektorii
dla zmiennej p przy wartosci poczatkowej pg = 10
Poczatek trajektorii p Dalsza czes¢ trajektorii 1
warto$¢ modelowa =0 warto$¢ modelowa ;= 0
Start: po = 10, d = 10 Start: po =10, d =10
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Wykr. 36. Srednie typu Rao-Blackwella wzdhuz trajektorii
dla zmiennej p przy wartosci poczatkowej g = 100

Poczatek trajektorii 1
wartos¢ modelowa p = 0
Start: po = 100, d = 10

T I | T
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o =
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Poczatek trajektorii 1
warto$¢ modelowa 1 = 0
Start: ;= 100, d = 100
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Poczatek trajektorii p
wartos¢ modelowa ;. = 0
Start: pp = 100, d = 1000
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Start: 1o = 100, d = 10

T T I I I
600 800 1000 1200 1400

iteracja

Dalsza czes¢ trajektorii
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Start: o = 100, d = 100
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wartos¢ modelowa y = (0
Start: o = 100, d = 1000
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Wykr. 37. Srednie typu Rao-Blackwella wzdtuz trajektorii
dla zmiennej p przy wartosci poczatkowej pg = 1000

Poczatek trajektorii
warto$¢ modelowa ;1 = 0
Start: 1o = 1000, d = 10
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Dalsza czesc trajektorii
wartos¢ modelowa ;1 =0
Start: 1o = 1000, d = 1000
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iteracja

Nalezy zwr6cié uwage, ze na wykresach tych poczatkowa czes¢ trajek-

torii kazdorazowo jest przedstawiona w innej skali niz czes¢ dalsza tra-
jektorii. Dzieje sie tak ze wzgledu na duza réznice miedzy modelowa
wartoécia pu = 0, a wartodcig poczatkowa p = po. Tym niemniej dos¢

szybko osiggany jest stan stacjonarny, kazdorazowo juz w pierwszej

czesei trajektorii, choé w przypadku g

= 1000 i d = 10 osiggniecie

tego stanu trwa doé¢ dtugo (ok. 300 krokéw probnika). Zaobserwowad
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mozna, ze dalsze czedci trajektorii estmatoréw u dla kazdej z dziewie-
ciu kombinacji poczatkowych wygladaja bardzo podobnic. Swiadczy
to o niewrazliwosci estymatorow parametru p otrzymywanych za po-
moca probnika na zmiany parametréw poczatkowych.

Na kolejnych wykresach (wykr. 38, 39 i 40) przedstawiono podob-
nie przebieg trajektorii dla estymatoréw paramteru v. Przypomnieé
nalezy, ze probnikowe aproksymacje v byly bardzo wrazliwe na zabu-
rzenia poziomu zmiennosci miedzy malymi obszarami.

Wykr. 38. Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej v
przy wartosci poczatkowej g = 10

Poczatek trajektorii v Dalsza cze$¢ trajektorii v
wartos$¢ modelowa v = 10 warto$é modelowa v = 10
Start: o = 10, d = 10 Start: 1o =10, d =10
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Wykr. 39. Srednie wzdtuz trajektorii dla zmiennej v
przy wartosci poczatkowej pg = 100

Poczatek trajektorii v
wartos¢ modelowa v = 10
Start: o = 100, d = 10
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wartos¢ modelowa v = 10
Start: p = 100, d = 10
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Dalsza czes¢ trajektorii v
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Wykr. 40. Srednie wzdluz trajektorii dla zmiennej v
przy wartosci poczatkowej g = 1000

Poczatek trajektorii v
wartos¢ modelowa v = 10
Start: up = 1000, d = 10

Dalsza czesc trajektorii v
warto$é¢ modelowa v = 10
Start: py = 1000, d = 10
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Poczatek trajektorii v Dalsza czes¢ trajektorii v
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Na wykresach trajektorii estymatoréw v zaobserwowaé mozna podobne
zjawisko, co dla trajektorii estymatoréw u. Pierwsze czesci trajektorii
sg w duzo wigkszej skali niz drugie. Stabilizacja nastepuje stosunkowo
szybko, cho¢ ponownie dla wartosci poczatkowych pg = 10001 d = 10
Jest ona najwolniejsza, wymaga ok. 300 krokéw prébnika. To wynika
z faktu, ze wielkosci y 1 (6;) interweniuja w parametry warunkowego
rozkladu v juz w pierwszym losowaniu, ktére przeprowadza prébnik.
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Ponownie stabilizacja kazdorazowo nastepuje juz w pierwszej czesci
trajektorii.

Na zakoriczenie tej analizy przedstawiona zostanie tablica (tabl. 5) z
wartosciami estymatoréw a posteriori dla wszystkich dziewieciu kom-
binacji wartosci parametréow startowych dla parametrow p, s, v oraz
i, i = 1,2,...,20. Wyniki, tzn. ich niewielka zmiennos$¢ we wszyst-
kich rozwazanych uktadach wartosci poczatkowych $wiadczg o tym, ze
badany prébnik Gibbsa szybko przestaje byé¢ wrazliwy na ich zmiany.

Tabl. 5. Wartosci estymatoréw a posteriori
dla u (obliczenia dla uF=B)) s, v oraz (6;)

o 10 10 10 100 100 100 | 1000 | 1000 | 1000
d 10 100 | 1000 10 100 | 1000 10 100 | 1000
p | -1.06 | -1.08 | -1.05 | -1.04 | -1.03 | -1.00 | -1.03 | -1.04 | -1.03
s| 962 | 962| 959 | 960 | 962 | 9.60| 9.61| 9.60 | 9.60
v| 880 | 887 | 899 | 892 | 883 | 881 | 897 | 889 | 894

6| 762 | 764 | 768 | T765| T65| 7.64| 766| 7.65| T.67

02 | -8.46 | -8.50 | -8.53 | -8.51 | -8.49 | -8.48 | -8.51 | -8.50 | -8.50

O3 | -5.94 | -5.96 | -5.97 | -5.97 | -5.95 | -5.95 | -5.97 | -5.96 | -5.96

04 | -2.02 | -2.03 | -2.03 | -2.04 | -2.02 | -2.02 | -2.03 | -2.03 | -2.02

05 | -5.30 | -5.32 | -5.33 | -5.33 | -5.31 | -5.31 | -5.33 | -5.32 | -5.32

O | -4.97 | -499 | -4.50 | -5.00 | -4.98 | -4.98 | -5.00 | -4.99 | -4.99

67 | 12.66 | 12.70 | 12.75 | 12.71 | 12.70 | 12.68 | 12.73 | 12.71 | 12.73

B | -0.20 | -0.21 | -0.20 | -0.21 | -0.20 | -0.20 | -0.21 | -0.21 | -0.20

Bo | 495 496 | 499 | 496 | 497 | 496 | 497 | 497 | 4.98

14.22 |-14.27 |-14.31 [-14.29 |-14.26 |-14.24 |-14.30 |-14.28 |-14.28

011 | -2.83 | -2.84 | -2.84 | -2.85 | -2.84 | -2.84 | -2.85 | -2.84 | -2.84

612 | 050 | 050 | 0.51| 0.50| 0.51 | 0.50| 050 | 0.50 | 0.51

O3 | 3.89| 390 | 392 | 390| 391 | 3.90| 391 | 391 | 3.92

014 | 20.32 | 20.38 | 20.46 | 20.41 | 20.38 | 20.36 | 20.43 | 20.40 | 20.43

015 | -8.75 | -8.79 | -8.81 | -8.80 | -8.78 | -8.77 | -8.80 | -8.79 | -8.79

016 | -6.70 | -6.73 | -6.74 | -6.74 | -6.72 | -6.72 | -6.74 | -6.73 | -6.73

017 | -4.47 | -4.49 | -4.50 | -4.50 | -4.49 | -4.48 | -4.50 | -4.49 | -4.49

bis | 291 | 292 | 294 | 292 | 292 | 292 |2925| 292 | 293

fi9 | -6.23 | -6.26 | -6.27 | -6.27 | -6.25 | -6.24 | -6.27 | -6.26 | -6.26

Oo0 | -3.47 | -3.48 | -3.49 | -3.49 | -3.48 | -3.48 | -3.50 | -3.48 | -3.48

D
—_
o

0




Rozdzial 5

Badanie wplywu rozkladoéw a priori
na dzialanie prébnika
1 na estymatory bayesowskie

Badano prébnik dla nastepujacych wartosci parametréw modelowych:
=0, s=10, v=10.

Co wiecej, jako punkty startowe przyjeto prawdziwe wartogci mode-
lowe. Badano sekwencj¢ o dtugosci 10000 krokéw po odrzuceniu wstep-
nej sekwencji o dtugosci 500 krokow.

Obiektem zainteresowania jest tu wplyw na jakosé dzialania probnika
modyfikacji niewlasciwego nieinformacyjnego rozktadu a priori, ktory
stosowany byl juz wczesniej:

p=0, A=0, ¢=0, k=0, m=0, 72=0.

Kolejne modyfikacje polegaly na zmianie jednej z trzech par parame-
trow odpowiadajacych w modelu zmiennym p ~ N(m,72), v=2 ~
G(p, ) i 57 ~ G(q, k), przy utrzymaniu dla pozostatych dwéch par
niewltasciwego rozktadu jednostajnego.

Dla rozktadu p przyjmowane byly nastepujace kombinacje parametréw:
m=0,1,5 oraz 72 =0,1,10. Przyjeto pozostale parametry ¢, &, p,
A réwne zero.

Tabl. 6 przedstawia wartosci estymatoréw $redniej a posteriori
bezposredniego i typu Rao-Blackwella, dla wszystkich kombinacji pa-

rametréw m i 72,
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Tabl. 6. Wartoci estymatorow éredniej a posteriori E(u|Y)
dla r6znych kombinacji parametrow rozktadu a priori p

w 4| @B

2
\]

0 0.864 0.876
110.119 0.100
10 | 0.015 0.011
0.909 0.863
0:991 0.984
10 | 0.998 0.998
0| 0.829 0.860
1| 4.554 4.553
10 | 4.950 4.951

CTTOTL Ul = = O OO
—

Im mniejsza wariancja rozktadu a priori czyli im bardziej ten rozktad
jest skoncentrowany, tym estymatory blizsze sa wartodci $redniej
a priori m, nawet, gdy wartos¢ ta jest odlegta od modelowej wartosci
i = 0. Ten wniosek jest w pelni zgodny z oczekiwaniami.

Wykr. 41, 42 i 43 pokazuja trajektorie zmiennej p przy wszystkich
mozliwych kombinacjach parametréow m i 7—2.
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Wykr. 41. Trajektorie zmiennej p dlam =01i7"2=0,1,10

Trajektoria ;. dla parametréw a priori
m=0: 12 =0

10

i A 9N

3B
L=
. T I I T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
iteracja
Trajektoria 1, dla parametréw a priori
m=0,172%2=1
& Al
=
T 1 T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
iteracja
Trajektoria 1 dla parametréw a priori
=) 2 =1
e J
= Q :

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

iteracja



72

Wptyw rozktadow a priori na dziatanie prébnika

14

=102 0

M
2.0t 2 4

10

00 10 20

Wykr. 42. Trajektorie zmiennej pdlam=1i7"2=0,1,10

Trajektoria ;1 dla parametréw a priori
m=1,72=0

Ll B

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

iteracja

Trajektoria ;1 dla parametréw a priori
o ==L AETR =11

O T ol

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

iteracja
Trajektoria ; dla parametréw a priori
= ekl

|

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

iteracja




Wptyw rozktadéw a priori na dziatanie probnika 73

Wykr. 43. Trajektorie zmiennej pu dlam =5i772=0,1,10

Trajektoria ;4 dla parametréw a priori
wm =3, a0y
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Trajektorie te w kazdej z rozwazanych sytuacji maja bardzo podobny
ksztalt; rozklady sg co najwyzej przesunicte. W kazdym z obser-
wowanych przypadkow wyglada, ze probnik szybko osigga stan sta-
cjonarny. Z przytoczonych wynikéw symulacji mozna wywnioskowac,
ze niezaleznie od parametrow a priori probnik dobrze radzi sobie
z osigganiem Sredniej a posteriori. Inna rzecz, ze dla nieadekwat-
nie dobranych rozktadéw a priori (o zbyt malej wariancji i nietrafnie
wybranej sredniej) estymatory bayesowskie zle przyblizaja wielkosci
modelowe.

W kolejnej tablicy (tabl. 7) przedstawione sa wartosci parametréw
rozktadu s72, dla ktérych prowadzone byty symulacje. Pozostale para-
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metry m, 772, p, A réwne byly zero. W tabelce uwzgledniono przelicze-
nie kombinacji parametréw ¢ i k na wartosé oczekiwang
i wariancje zmiennej s 2 oraz estymatory sredniej a posteriori zmi-
ennej s~2 i zmiennej s.

Tabl. 7. Wartosci estymatoréw sredniej a posteriori E(s|Y)
(oraz E(s2[Y)) dla réznych kombinacji parametréw
rozkladu a priori s—2

q k| Es™? | Vars72 | E(s~2|y) E(sly)
0.0000001 | 0.000001 0.1 10000 | 0.00976 10.166
0.01 0.1 0.1 1| 0.00977 10.162

i 10 0.1 0.01 | 0.00985 10.116

0.00001 | 0.00001 1 10000 | 0.00976 10.167

1 1 1 1| 0.00989 10.113

100 100 1 0.01 | 0.02037 7.021
0.00025 | 0.00005 ) 10000 | 0.00979 | 10.14953
25 5 5} 1| 0.01248 8.981

2500 500 5 0.01 | 0.26659 | 1.93704

Obserwujemy, zZe estymator w wielu sytuacjach stosunkowo dobrze
odtwarza zmienng modelowa s = 10, szczegdlnie gdy wartosé oczeki-
wana a priori E(s~?) nie jest za duza. Wtedy fakt ten ma miejsce
nawet dla matych wariancji Var(s=2). Natomiast dla duzych wartosci
oczekiwanych a priori i matych wariancji, estymator bayesowski wy-
raznie nie radzi sobie ze zblizaniem sie do wartosci modelowych.

Wykr. 44, 45 i 46 przedstawiaja trajektorie estymatoréw zmiennej s
dla wszystkich rozwazanych kombinacji rozktadu a priori dla s~2.
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Wykr. 44. Trajektorie estymatoréw zmienngj s~ dla pierwszych trzech

kombinacji parametréow (g, k)

Trajektoria s—2 dla parametréw a priori
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Wykr. 45. Trajektorie estymatorow zmiennej s dla kolejnych trzech
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Trajektoria s—2 dla parametréw a priori
q = 100, k = 100
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Wykr. 46. Trajektorie estymatoréw zmiennej s 2 dla ostatnich trzech
kombinacji parametréow (g, k)

Trajektoria s~ dla parametréw a priori
q = 0.00025, k = 0.00005
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Zaobserwowa¢ mozna, ze probnik osiaga stan stacjonarny w zakresie
zmiennej s—2 dla wszystkich rozwazanych kombinacji parametrow q
1 k. Jednak zbyt mate wartosci wariancji a priori moga wymuszaé
niepozadane wlasnosci objawiajace si¢ tym, ze odpowiednie rozktady
a posteriori znaczgco odbiegaja od wartosci modelowych.

Trzecia para modyfikowanych parametréw to parametry rozktadu
a priori zmiennej v=2 ~ G(p, \). Rozwazane byly te same kombinacje
parametréow p i A, co wezesniej dla parametréow ¢ i x dla zmiennej s—2.
Wyniki estymacji podane sa w tabl. 8. Ponownie, przyjeto wartosci
zerowe dla pozostatych parametrow m, 772, g i k.
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Tabl. 8. Wartosci estymatoréw éredniej a posteriori E(v]Y)
(oraz E(v™2Y)) dla réznych kombinacji parametrow
rozkladu a priori v—2

P A Ev2 | Varv=? | Ev2ly) | E(v|y)
0.0000001 | 0.000001 0.1 | 100000 | 0.00694 | 12.585
0.01 0.1 0.1 1| 0.00692 | 12.619

1 10 0.1 0.01 | 0.00767 | 11.919

0.00001 | 0.00001 1 100000 | 0.00690 | 12.609

1 1 1 1| 0.00780 | 11.825

100 100 1 0.01 | 0.97647 | 1.0160
0.00025 | 0.00005 5 100000 | 0.00693 | 12.6004
25 5 5 1| 4.88712 | 0.4596

2500 500 5 0.01 | 4.99965 | 0.4473

Obserwuje sie znowu zjawisko ztego wplywu zbyt waskiego rozktadu
a priori na jako$¢ estymatorow a posteriori, szczegolnie gdy $rednia
w rozkladzie a priori znaczaco odbiega od Sredniej modelowej. Tym
niemniej probnik szybko osiagga stan stacjonarny i nie wida¢ wpltywu
zmian rozkladu a priori na jakos¢ pracy samego prébnika. Te ob-
serwacje sg réwniez wnioskiem z kolejnych wykresach (wykr. 47,
48 i 49) przedstawiajacych trajektorie estymatorow Sredniej a pos-
teriori dla zmiennej v~ przy wszystkich rozwazanych kombinacjach
parametréw p i \.
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Wykr. 47. Trajektorie estymatoréw zmiennej v~2 dla pierwszych trzech
kombinacji parametréw (p, \)
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Wykr. 48. Trajektorie estymatoréw zmiennej v~2 dla kolejnych trzech
kombinacji parametrow (p, \)
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Wykr. 49. Trajektorie estymatorow zmiennej v—2 dla ostatnich trzech
kombinacji parametrow (p, \)
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Rozdzial 6

Konkluzje

W opracowaniu dokonano gruntownego symulacyjnego badania dzi-
atania probnika Gibbsa jako narzedzia stuzacego do uzyskiwania przy-
blizen dla estymatoréw bayesowskich w hierarchicznym modelu baye-
sowskim typowym dla statystyki malych obszaréw. Przeprowadzo-
ne doswiadczenia pozwolilty ponadto na sformutowanie wnioskéw na
temat wlasnoSci samych estymatoréw i rozwazanego modelu, choé ten
kierunek badan nie byt potraktowany pierwszoplanowo. Dyskusje na
temat modelowego podejscia do statystyki matych obszaréw znalezé
mozna w pracach Ghosha (2001) i Chambersa (2005), w przegladowej
pracy Ghosha i Rao (1994) oraz w monografii Rao (2003). Préba
polaczenia podejscia modelowego z klasycznym zostala podjeta w pra-
cach Niemiry i Wesolowskiego (2008, 2009).

Najogoélniejszy wniosek dotyczacy dzialtania prébnika Gibbsa mozna
stresci¢ nastepujaco: w ogromnej wiekszosci dog§wiadczen probnik sku-
tecznie wykonywat swoje zadanie, polegajace na generowaniu prébek z
rozkladu zblizonego do stacjonarnego i aproksymowaniu estymatorow
bayesowskich.

Do tego wniosku prowadza wyniki zebrane w rozdziatach 2, 3,.4.1.5:
Jedyna seria do$wiadczen, ktéra mogla nasuna¢ pewne watpliwosci
co do stabilizacji probnika, opisana w rozdziale 2, dotyczy niezrozni-
cowanych obszaréw w potaczeniu z nieinformacyjnymi rozkltadami a
priori. Jest to sytuacja skrajnie niekorzystna, w ktorej sam sens zas-
tosowania hierarchicznego modelu bayesowskiego wydaje sie watpliwy.
Jedynie wtedy probnik mial trudnosci z ustabilizowaniem SW0jego
przebiegu. We wszystkich innych, bardziej realistycznych przyktadach,
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probuik stabilizowal si¢ zazwyczaj zaskakujaco szybko osiagajac stan
stacjonarny. W szczegolnosci $wiadeza o tym wyniki z rozdzialow 31 4,
dotyczace obcigzenia i zaleznosci od punktu startowego. Na podstawie
tych wynikéw mozna zaryzykowaé wniosek, ze faza burnin przebiegu
probnika, potrzebna do redukeji obcigzenia, moze by¢ bardzo krotka.
W kilku doswiadczeniach w rozdziale 4 punkt startowy zostal celowo
dobrany bardzo niekorzystnie. W najgorszym przypadku wydtuzyto
to okres oczekiwania na stabilizacje do ok. 300 krokéw. W wiekszosci
doswiadczenl przebieg stabilizowal sie po zaledwie kilku krokach!

Szybkos¢ zbieznosci do rozktadu stacjonarnego jest przedmiotem badan
w pracach wielu matematykéw, np. Douc i in. (2004), Fort (2002),
Roberts i Rosenthal (2004) oraz Rosenthal (2004). W szczegolnosci
nalezy tu zwréci¢ uwage na prace Rosenthala (1995), Hoberta i Geyera
(1998), Jonesa i Hoberta (2004) oraz Johnsona i Jonesa (2008), gdzie
rozpatrywana jest zbiezno$¢ w sensie normy ,pelnego wahania” dla
hierarchicznego modelu komponentéw wariancyjnych, w istocie iden-
tycznego z tu rozwazanym.

Kwestia ta ma niewatpliwie znaczenie teoretyczne, ale nie wydaje sie,
aby przedstawiala powazny problem w praktycznym stosowaniu prob-
nika Gibbsa, przynajmniej dla rozwazanego modelu matych obszarow.
Powazniejszy problem stanowi zachowanie srednich wzdluz trajek-
torii, czyli przyblizen estymatoréw bayesowskich. Zbieznosé tych éred-
nich do docelowych wartosci jest konsekwencjg stabilizacji przebiegu
probnika (po stosunkowo krotkim okresie burnin). Zaobserwowano
te zbieznod¢ we wlasciwie wszystkich seriach doswiadczen i system-
atycznie przeanalizowano w rozdziale 3. Wyniki swiadcza, Ze mozna
traktowaé¢ probnik Gibbsa jako godna zaufania metode obliczeniows
Monte Carlo.

Ciekawym wnioskiem z przeprowadzonych eksperymentéw jest stwier-
dzenie zdecydowanej przewagi estymatoré6w Rao-Blackwella nad pro-
stymi Srednimi wzdluz trajektorii. Na podstawie literatury (np. As-
mussen i Glynn, 2007) mozna bylo przewidzie¢, ze warunkowe esty-
matory sg lepsze, ale dopiero doswiadczenia symulacyjne pokazujg na
ile poprawiaja jako$¢ przyblizen.

Jesli chodzi o oszacowanie bledu aproksymacji Monte Carlo, to
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z jednej strony niniejsze opracowanie potwierdza uzyteczno$é wynikow
asymptotycznych, opartych na Centralnym Twierdzeniu Granicznym
dla taricuchéw Markowa, por. Roberts i Rosenthal (2004), Jones i
in. (2006). Symulacje relacjonowane w rozdziale 3 pokazuja, ze za-
chowanie bledu §redniokwadratowego jest zaskakujaco zgodne z teoria
asymptotyczng 1 ze obcigzenie jest, tez zgodnie z ta teorig, zanied-
bywalne. Fakt ten wskazuje na praktyczna waznosé problemu es-
tymacji lub/i szacowania z gory bledu $redniokwadratowego prob-
nika Gibbsa. Niestety, ten problem, nawet w ogélniejszym kontekscie
metod MCMC jest znacznie stabiej zbadany, niz problem zbieznosci
do rozktadu stacjonarnego. Estymacja jest rozwazana w pracy Jonesa
iin. (2006). Oszacowania nieasymptotyczne uzyteczne w zastosowa-
niach do statystyki matych obszaréw sa bardzo trudne. Wstepne za-
ledwie wyniki tego typu sa zawarte w pracach Latuszyiiskiego (2008)
oraz Latuszyniskiego i Niemiry (2006, 2009) oraz Latuszyriskiego i in.
(2009). Wida¢ tu duza luke pomiedzy potrzebami praktyki i mozliwos-
ciami teorii. W tym kontekscie niniejsze opracowanie moze sugerowac
kicrunek dalszych badan, por. takze Chambers i in. (2006).

Wihasnosci estymatoréw i modelu bayesowskiego nie byly co prawda
glownym celem opisanych tutaj badan, ale na podstawie przeprowad-
zonych symulacji mozna sformulowaé réwniez na ten temat wnioski.
Wstepne symulacje wykazaly, ze przy duzej zmiennosci miedzy malymi
obszarami estymatory dziataly bardzo dobrze. Jak juz wspomniano,
probnik szybko sig stabilizuje i dobrze odtwarza rozktady a posteriori.

Najpierw rozwazono sytuacje, gdy rozklad a priori ma charakter niein-
formacyjny. Konkretnie zastosowano niewlasciwy rozklad a PTIOTE O
nieskoniczonej wariancji. Wtedy estymatory bayesowskie moga w za-
sadzie polega¢ jedynie na danych. Jednakze przy malej zmiennosci
migdzy malymi obszarami i nieinformacyjnym rozkltadzie a priori es-
tymatory nie potrafia odréznia¢ matych obszaréw. Wartosci estyma-
torow sa odlegle od wartosci modelowych. Laczy sie to z gorszym
dzialaniem prébnika Gibbsa. Jego stabilizacja nastepuje znacznie wol-
niej. Aproksymacje Monte Carlo maja duze wariancje, nawet w sytu-
acji, gdy punktem startu sa wartosci modelowe.

Naktadaja si¢ dwa nickorzystne efekty: zta jakosé estytmatora a poS-
teriort 1 kiepskie dzialanie probnika. Sytuacje mozna poprawié przyj-
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mujgc rozklad a priori, ktory lepiej przybliza prawdziwe wartosci
parametréw. Symulacje opisane w trzeciej czesci rozdziatu 2 pokazuja,
ze mimo niezréznicowanych rozkladéw w matych obszarach, podanie
odpowiedniego, informacyjnego rozktadu a priori znacznie poprawia
dziatanie prébnika. Okres stabilizacji jest tylko nieznacznie dtuzszy
niz w sytuacji gdy obszary sa zréznicowane. Tym niemniej same
wartosci estymatoréw a posteriori sa odlegle od wartosci modelowych.
Przewaza efekt niewielkiego zréznicowania malych obszaréw w sto-
sunku do jednostkowego bledu losowego.

W rozdziale 5 zrelacjonowano badania wptywu rozktadu a priori na
estymatory i dzialanie probnika. Wskazuja one, ze niezaleznie od
tego rozkladu prébnik szybko osigga stan stacjonarny. Potwierdza to
wspomniane konkluzje na temat satysfakcjonujgcego dziatania prob-
nika Gibbsa jako metody obliczeniowej. Jednakze zbyt mate wartosci
wariancji rozktadéw a priori prowadzg do niepozadanych wlasnosci
rozktadoéw a posteriori. W szczegolnosci ich srednie, czyli estymatory
bayesowskie moga znaczaco odbiega¢ od przyjetych wartosci w mod-
elu. Ten wlasnie efekt jest obserwowany w symulacjach oméwionych
w rozdziale 5.

Podsumowujac, rozwazany tu model bayesowski dla statystyki matych
obszaréw i wynikajace z tego modelu estymatory mozna uznaé za
uzyteczne i satysfakcjonujace gdy zmiennosé pomiedzy matymi ob-
szarami jest dostatecznie wyrazna. Wtedy wybér rozkltadéow a pri-
ori nie ma decydujacego znaczenia dla wartosci estymatoréow. Jesli
natomiast zmienno$¢ pomiedzy obszarami jest mala (w poréwnaniu
ze zmiennoscia wewnatrz malych obszaréw), to tylko bardzo kon-
retna i wiarogodna informacja a priori umozliwia obliczenie uzytecznie
dokladnych estymatoréw a postriori za pomoca proébnika Gibbsa.
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