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PRZEDMOWA

Rada Gtéwna Polskiego Towarzystwa Statystycznego przedstawia opra-
cowanie prof dra hab. Ryszarda Zasepy pt. ,zarys metody reprezenta-
cyjnej”

Opracowanie prof. R. Zasepy stanowi kolejne wydawnictwo przygotowane
merytorycznie i redakcyjnie przez Polskie Towarzystwo Statystyczne.

Rada Gtowna PTS wydaje nie tylko ,biuletyn informacyjny" i wspot-
redaguje ,,Wiadomos$ci Statystyczne”, ale takze rozpoczeta wydawanie serii
ttumaczen na jezyk polski wazniejszych publikacji zagranicznych z zakresu
statystyki (zostato wydane opracowanie dra Richarda PLATKA nt. metodolo-
giczne problemy braku odpowiedzi w ankietowych badaniach spotecznych,
a w przygotowaniu jest opracowanie Camillo Dagouma nt. analizy rozktadow
plac). Beda takze publikowane opracowania tematyczne ze statystyki polskiej
w jezyku angielskim.

Rada Gtowna wspdtuczestniczyta w przygotowaniu, a takze finansowata
niektére wydawnictwa Rad Oddziatéw PTS — m.in. ,,Sylwetki statystykow
polskich” przygotowane przez Rade Oddziatlu tddzkiego (wydane w jezyku:
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z konferencji nt. wskaznikéw spotecznych.
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finansowane ze S$rodkéw PTS, natomiast wydawane sg one — za zgoda
i dzieki zyczliwosci Prezesa GUS — dra FranciszkamKubiczka — przez
Zaklfld Wydawnictw Statystycznych GUS.

Opracowanie prof. Ryszarda Zasepy jest efektem kursu szkoleniowego
dla wytypowanych pracownikow GUS, zorganizowanego przez Biuro Ba-
dan i Analiz Statystycznych przy Radzie Gidwnej PTS, przy pewnej po-
mocy Wydziatu Szkolenia GUS w okresie 24 maja— 28 czerwca i 27 wrzes$-
nia—29 listopada 1989 r. W cyklu 16 wyktadéw zatytutowanych
.zarys metody reprezentacyjnej” — 14 wykladow przeprowadzit



prof. dr R. Zasepa, a 2 wyktady — dr J. Bielecki z Uniwersytetu Gdan-
skiego.

Kurs zorganizowano przede wszystkim dla celéw szkoleniowych, a wszystkie
wyktady nagrano na tasme wideo. Nagrania zrealizowat i kopie przygotowat
red. Waldemar Zareba z firmy EMI-VIDEO. Kopie nagran przechowywane
przez Centralng Biblioteke Statystyczng moga by¢ wypozyczone nieodptatnie
wszystkim zainteresowanym tg problematyka.

W trakcie kursu przyjeto, ze uczestnicy otrzymajg konspekty wyktadéw. Te
wihasnie konspekty, uzupetnione o bibliografie przedmiotu oraz zadania
i Cwiczenia, staly sie podstawg do przygotowania niniejszej publikacji. Ze
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(3 godz. 25 min.). Wykiad prof. J. Kordosa ilustrowany byt materiatami
pomocniczymi (schematami, definicjami, planszami itp.). Oba wyktady
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PREFACE

The Main Board of the Polish Statistical Association (PTS) presents lite
elaboration prepared by Prof. Ryszard Zasepa titled: zarys metody
REPREZENTACYJNEJ (OUTLINE OF SAMPLE METHOD). This publieation
is one of the successive issues of the PTS series. The Main Board of the PTS
publishes not only the biuletyn informacyjny (Information
bulletin) it is also co-editor of the monthly ,,wiadomosci statystycz-
ne” (STATISTICAL NEWS): it has also began to issue translation of the
most important foreign statistical publications into Polish. Also publications of
Polish Statistics in English language will appear.

The Main Board of the PTS took part in preparing some publications of the
PTS Regional Branches and financed their issue; for instance: SYLWETKI
STATYSTYKOW POLSKICH (BIOGRAPHIES OF POLISH STATISTI-
CIA NS) prepared by the PTS Regional Branch in £8dz (Polish yersion issued
in 1985, English version — in 1989, Russian version — in 1990). LUDNOSC
GALICJI 1857—19W (POPULATIONOF GALICJA 185719 10) by Krzysztof
Zamorski, Krakéw 1989.

Besides the above mentioned publications, the Main Board of the PTS
preparedfor publieation papers presented during annual scientific conferences
of the PTS in 1988, 1989 and 1990: problemy badan statystycznych
METODA REPREZENTACYJNA (PROBLEMS OF STATISTICAL SURIEYS
BY SAMPLING METH OD). BADANIE BUDZETU CZASU (T!IME BUDGET
SU RV EY S) and BADANIE | ANALIZA CEN (SURVEY AND ANALYSIS OF
PRICES). Papers on SOCiAL indicators Wwhich were presented during
scientific conference in 1990 will be published next year.

The .elaboration prepared by Ryszard Zasepa (OUTLINE OF SAMPLE METHOD)
came into being in the connection with the training course for the selected
Central Statistical Office staff arranged by the Bureau of Statistical Research
and Analyses of the PTS Main Board with some assistance of the CSO
Training Section. During the training period (24 May—28 June and
27 September— 29 November 1989) 16 lectures the series of which was entitled
OUTLINE of SAMPLE method, Prof. R. Zasepa delhered 14 lectures and
Dr. J. Bielecki — 2 lectures.

In principle, the course was arranged for training purposes; all the lectures
were recorded on a \ideo-tape. The recording and the tape copies were
prepared by Mr. Waldemar Zareba, editor in EMI-YIDEO Firm. The copies



are stored in the Central Statistical Library in Warsaw; they are to be
borrowed without charge by everyone who is interested in sampling method
problems.

During the course it was decided that all its participants would be provided
with summaries of the lectures. Just these summaries supplemented with
bibliography and exercises were the basis to prepare the presented publication.
Independently from the complete series of lectures on the outline of sample
survey method. the PTS Bureau of Statistical Research and Analyses arranged
two extensive lectures (July 12 and 13 1989), namely: the lecture on
theoretical principles of the sample survey method
(3 hours) delicered by Prof. R. Zasepa and the lecture on practical
applications of this method delicered by Prof. J. Kordos
(5 hours, 25 minutes); this last was illustrated by auxLlary materials, such as
schemes, definitions, large-scale illustrations etc. Both the lectures were also
recorded on the video-tape; their copies are to be borrowed at the Central
Statistical Library.

Theform of lectures is a specific kind of editorial materials which was inserted
in the presented publication. First of all, they contain synthetic information on
the particular lecture subjects; they are rigorously structuralized free of
academic consideration of the complicated proofs of theorems. Both the
lectures and their summaries were prepared, first of all, for statisticians and
other users who want to apply sampling method in their eceryday Professional
work.

The direct arranger of the lectures, of the preparation of summaries and their
recording and of the presented publication is the Chief of the Bureau of
Statistical Research and Analyses of the PTS Main Board, M.Sc. Wiestaw
tagodzinski.

The reciew of the presented publication was prepared by Dr. A. Balicki,
Gdansk Unicersity; technical editor was Mr. S. Jonca.

The PTS Main Board would like to thank kindly eceryone who took part in
the preparation and edition of the presented publication.

Prof. Jan Kordos

PRESIDENT
POLISH STATISTICAL ASSOCIATION

Warsaw. October 1990
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OD AUTORA

Petne badania statystyczne obejmujace cate populacje, pociggaja za sobg
duze koszty, wymagajg duzej liczby kwalifikowanych o0séb do zbierania
posiadanych informacji i sg bardzo wucigzliwe dla o0s6b czy instytucji
udzielajacych tych informacji. Jest wiec zrozumiata konieczno$¢ korzystania
z odpowiednich technik badania czeSciowego. Najwazniejszg z nich jest
technika badania metodg reprezentacyjng. Pomimo olbrzymiego rozwoju teorii
badania reprezentacyjnego jej stosowanie w warunkach krajowych napotyka na
opory, wynikajgce gtéwnie z niedostatecznej znajomosci teorii.

Dla wypetnienia tej luki Biuro Badan i Analiz Statystycznych Polskiego
Towarzystwa Statystycznego zorganizowato kurs szkoleniowy dla pracow-
nikéw Gtoéwnego Urzedu Statystycznego, skladajacy sie z 16 wykladow,
a w tym z 14 wyktadéw prowadzonych przez autora niniejszego opracowania.

Dla kazdego z 14 podstawowych wyktadoéw uczestnicy kursu szkoleniowego
otrzymywali na biezagco konspekt wyktadu. Po zakonczeniu kursu autor
przejrzat i skorygowat opracowane konspekty, uzupetnit je zadaniami oraz
wykazem literatury uzupetniajacej. Kazdy wyktad byt poswiecony okreslonej
grupie zagadnien. Jedynie wyktad 7 odbywajacy sie po przerwie wakacyjnej,
zostat potraktowany odrebnie, jako przypomnienie wazniejszych dotad
wprowadzonych terminéw, pojeé, probleméw i ich rozwigzan.

Biorgc pod uwage audytorium, autor w swych wyktadach skoncentrowat sie
na tych zagadnieniach, ktdre sg szczeg6lnie wazne dla organizatoréw badan
reprezentacyjnych w GUS. Dlatego rozwazania teoretyczne zostaly maksymal-
nie ograniczone oraz pominieto wyprowadzenie wzorow i twierdzen wskazujac,
gdzie mozna znalez¢ ich dowody. Zalozono, ze uczestnicy kursu bedg
korzysta¢ z konsultacji ekspertow przy projektowaniu badania reprezentacyj-
nego, natomiast ich wiadomosci powinny wystarcza¢ na podjecie decyzji, co do
mozliwosci prowadzenia badania reprezentacyjnego okreslonej populacji,
w Swietle zasad teorii metody reprezentacyjnej, materiatéw potrzebnych dla
prawidtowego zaplanowania tego badania oraz jego przeprowadzenia, oceny
wielkosci proby w celu uzyskania odpowiedniej precyzji szacowanych
parametréw populacji itp.

Dla utatwienia korzystania z konspektu kazdy wyktad podzielony zostat na
pewng liczbe ustepébw wypunktowanych, jako para liczb sktadajgcych sie
z numeru wyktadu oraz numeru ustepu, przedzielonych kropka. Na przykiad
11.4 oznacza ustep czwarty wyktadu 11. Powolujgc sie na literature, ktdrej
wykaz znajduje sie na koncu, liczba w nawiasach kwadratowych pokazuje



pozycje danej publikacji w wykazie literatury. Np. [7] oznacza, Ze chodzi
o artykut J. Kordosa wykazany w pozycji siodmej LITERATURY.

Autor pragnie w tym miejscu serdecznie podziekowa¢ Panu Wiestawowi
tagodzinskiemu za wktad pracy organizacyjnej przy przygotowaniu i realizacji
kursu szkoleniowego oraz konspektéw do wyktadoéw, jak réwniez Panom
Bronistawowi Lednickiemu i Florianowi Ruszkowskiemu za pomoc w czasie
prowadzenia wyktadéw, a ponadto — Panu doc. dr. hab. Andrzejowi
Balickiemu, recenzentowi, za zgtoszone uwagi krytyczne przyczyniajgce sie do
pojasnienia tekstu oraz usuniecia zauwazonych btedéw i niescistosci.

Prof. dr hab. Ryszard Zasepa



FROM THE AUTHOR

Complete statistical surveys which comprise whole populations involve high
costs, numerous gualified staff to collect data and, on the other hand, they are
burdensome for persons and institutions giving information. Thus, there is the
necessity to use some techniques and methods of partial surveys. The most
important of them is the sample survey method. In spite of the intense
development of the theory of this method, its application in our country
encounters many difficulties, mainly those resulting from unsatisfactory theory
knowledge. To stop this gap, the Polish Statistical Association, Bureau of
Statistical Research and Analyses arranged a training course for the Central
Statistical Office (CSO) staff comprising 16 lectures of which 14 were
delivered by the author of the presented publication.

Persons participating in the 14 basie lectures were pronded before each
running lecture with its summaries. After the course the author revised and
corrected each summary and supplemented it with exercises and bibliogra-
phical references. Each lecture dealt with a set of selected problems; only the
7-th lecture, which was delivered after \acation, was treated separately to
remind the erlier introducted terms, notions, problems and their Solutions.
Taking into account the needs of the audience the author focussed his attention
on the problems which are especially important for the organizers of the CSO
sample surveys. Hence, the theoretical deliberations were as much as possible
reduced, also the deductions offormulas and theorems were omitted; in return,
appropriate bibliography references were given.

It was assumed that the participants of the course would consult with the
sampling experts whereas their knowledge in this field should be sufficient to
take decisions concerning the applicability of sample survey of a given
population in the light of the theory of sampling method, the materials
necessary for proper survey pldnning, its performance, the estimation of
sample size to enable the reguired precision of estimated parameters.

To make easier the use of lecture summary, each lecture was dmded into
several paragraphs marked with two numbers; the first one was lecture number
and the second one denotes paragraph number. For instance: 11.4 denotes
paragraph 4 of the 11-th lecture. Quotations of and references to the literature
(bibliography is given at the end of the presented publication) are marked
with the number in the sauare brackets which indicates the item of the guoted
(or referred) publication. For instance, [7], indicates the publication of Prof.
J. Kordos shown under the item 7 of the bibliography.



ACKNO WLEDGEMENTS

The author would like to thank cordially Mr. Wiestaw tagodzinski for his
contribution to the organizational work during the preparation and realization
of the training course and of the summaries of lectures delirered during the
course.

Also he expresses his cordial thanks to Mr. Bronistaw Lednicki and to
Mr. Florian Ruszkowski for their assistance during delivery of the lectures as
well as to Assistant Professor Andrzej Balicki, for his critical comments which
have enabled to make the texts clearer and to detect and correct errors or
inaccuracies.

Prof. Ryszard Zasepa



Wyktad 1. Badanie statystyczne i jego biedy

1.1. Przedmiotem badan statystycznych sg tzw. zbiorowosci statystyczne, to znaczy
takie zbiorowosci, ktérych elementy (jednostki, obiekty) sg ze sobg w pewien sposéb
powigzane, a réwnoczesnie wystepuja miedzy nimi réznice, czyli sa niejednorodne.
Badane zbiorowosci statystyczne bedziemy nazywaé populacjami generalnymi lub
wprost populacjami.

12. Ograniczamy sie do przypadkoéw, gdy badane populacje sa skorczone.
Oznaczajac liczbe elementow populacji litera N duze, elementy populacji mozemy
w pewien sposob uporzadkowa¢ w cigg skonczony. Numer k elementu bedacego
k-tym wyrazem tego ciggu uznajemy za identyfikator elementu. Formalnie, krotko
mozemy przedstawi¢ populacje JT-elementowa, jako zbi6r:

u={1,23,.,N-i, N} (@)
lub jeszcze kroécej, jako:
t/ = {k: K — liczba naturalna (la)

13, Jednostki badanej populacji interesuja nas ze wzgledu na posiadanie
okreslonego wariantu jakiej$ cechy niemierzalnej (np. pte¢ meska osoby, wyksztatcenie
wyzsze, zawod rolnika) lub ze wzgledu na warto$¢ jakiej$s cechy mierzalnej (np. wiek
maszyny, liczba godzin przepracowanych przez osobe w ciaggu okreslonego tygodnia).
Badane cechy bedziemy oznaczali duzymi, koncowymi literami alfabetu: XY, U, W,
Z itd. Jesli badamy jaka$ ceche niemierzalng i wyr6zniamy pewien wariant tej cechy,
to oznaczajac ceche litera X przyjmujemy symbol Xt (k=1, 2, ..,N) dla fc-tego
elementu, jako fakt posiadania (2fk=1) lub nieposiadania (/Tk=0) wyrdznionego
wariantu cechy X. Odpowiednio, badajac ceche mierzalng Y symbolem Yk oznaczamy
warto$¢ cechy ¥ dla fc-tego elementu populacji.

1.4. Badaniem statystycznym obejmujemy czesto nie jedng, lecz kilka populacji. Np.
spis ludnosci czesto obejmuje réwniez spis budynkoéw zamieszkanych, spis mieszkan
oraz gospodarstw domowych i gospodarstw rolnych. Woéwczas badamy pie¢ populacji.
Badania statystyczne prowadzone w Gtéwnym Urzedzie Statystycznym oraz urzedach
wojewddzkich sg z natury wielocelowe. Obiektem analizy statystycznej jest na ogot
zardbwno cata populacja, jak i pewne wyrdznione jej czesci, np. w populacji 0s6b
wyrdzniamy z przyczyn analitycznych ,podpopulacje” kobiet w wieku prokreacji.
Takie ,,podpopulacje” nazywamy domenami (lub dziedzinami studiow). Jesli z innych
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przyczyn niz analitycznych populacje dzielimy roztgcznie i zupetnie, tzn. kazda
jednostka populacji nalezy do jednej i tylko jednej, wowczas nazywamy warstwami.
Zauwazmy, ze domena nie bedaca warstwg bedzie sie krzyzowaé z roznymi
warstwami. Przyklad: populacje tworza zaktady przemystowe, ktdre dzielimy wedtug
gatezi (wedtug klasyfikacji gospodarki narodowej); gatezie stanowig warstwy. Domena
niech beda zaklady przemystowe, zatrudniajace co najmniej 50 os6b. Takie zaktady
moga sie znajdowaé w roznych gateziach przemystu (warstwach).

Uwaga 1.1. Zaréwno warstwy, jak i domeny sa pewnego rodzaju podpopulacjami
zawartymi w badanej populacji generalnej.

15. Celem badania statystycznego jest przewaznie uzyskanie charakterystyk
liczbowych, opisujacych wiasnosci badanych jednostek. Te charakterystyki nazwiemy
parametrami populacji. Pojecie parametru populacji nie jest identyczne z pojeciem
parametru rozkladu prawdopodobiefAstwa w statystyce matematycznej. Wyniki
badania statystycznego na og6t przedstawia sie w formie tablic statystycznych,
ktérych rubryki (kratki) okreslajg wartosci liczbowe odpowiednich parametréow
populacji.

1.6. Najczestsze parametry (populacje) to:

a) wartos¢ globalna cechy mierzalnej (X)

N

X = X1+ X2+ 4 X *-t+ XM X ** 2

b) liczba IV jednostek wyréznionych; ze wzgledu na pewien wariant cechy
niemierzalnej (X) okreslana réwniez wzorem (2), z tym ze Xk moze przyjmowac
warto$é¢ 1 lub 0,

c) warto$¢ $rednia cechy mierzalnej (X)

®

d) frakcja P jednostek wyréznionych; ze wzgledu na pewng ceche niemierzalng (X)
okreslona wzorem (3), z tym ze Xk moze przyjmowaé warto$¢ 1 lub 0; P=N'/N,
e) iloraz wartosci globalnych (lub $rednich) dwoch cech mierzalnych (X, V)

f) wariancja cechy mierzalnej (X) okre$lona jako:

C)

albo jako:

(5a)
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g) w przypadku wyr6znionego wariantu cechy niemierzalnej (X) odpowiednikami (5)
i (5a) beda:

ri=PQ, Q=1-P ©j

<=>
h) odchylenie standardowe cechy (X) okre$lone jako:

ax albo Sx; <k=y/ol, Sx="/sl ©)

i) wspdtczynnik korelacji dwdch cech mierzalnych (X, ¥)

P 'yfk'/r\leyt{j (Xk-X)(YKk-T) ®)

Przyktady 1.1. Niech badang populacje stanowia indywidualne gospodarstwa rolne,
w pewnej gminie. Cecha badang jest liczba trzody chlewnej. Liczbe trzody chlewnej
w gminie obliczymy jako warto$¢ globalng wedtug wzoru (2). Dzielac jg przez liczbe
gospodarstw otrzymamy zgodnie z (3), $rednig liczbe trzody chlewnej w gospodar-
stwie. Wariancje liczby trzody chlewnej w gospodarstwie otrzymamy stosujac wzor (5)
albo (5a). Z pierwiastka kwadratowego z wariancji wyniknie (7) odchylenie
standardowe tej cechy.

12. W powyzszej populacji badamy, czy gospodarstwo posiada ciagnik czy nie (w
pierwszym przypadku Xk=1, w drugim Xt=0). Sg to dwa warianty cechy
niemierzalnej. Liczbe gospodarstw posiadajgcych ciggniki okreslimy jako liczbe N'
gospodarstw wyréznionych (gdyz posiadaja ciagnik), czyli wedtug wzoru (2). Udziat
P gospodarstw, posiadajacych ciggnik w badanej populacji, obliczymy jako frakcje
gospodarstw wyréznionych wedtug wzoru (3).

13. W opisanej wyzej w punkcie 11 populacji badamy ponadto dwie cechy
gospodarstw: a) liczbe sztuk bydta (¥) oraz b) powierzchnie uzytkéw rolnych w ha
(X). W celu obliczenia ile sztuk bydta przypada na ha uzytkéw rolnych w badanej
gminie stosujemy wz6r (4), przy czym Y oznacza liczbe sztuk bydta w gminie wedtug
wzoru (2), zastepujac litere X literg Y, natomiast X — powierzchnie uzytkéw rolnych
w gminie wedlug tego samego wzoru (2). Wynik R mnozymy zwykle przez 100,
otrzymujac wskaznik ,liczba sztuk bydta na 100 ha uzytkéw rolnych”. Moze nas
interesowa¢ takze wspotczynnik korelacji liczby sztuk bydta w gospodarstwie
i powierzchni uzytkéw rolnych. Woéweczas zastosujemy wzor (8).

Uwaga 1.2. Duza litera (X, Y, U, ..) ma podwadjne znaczenie: a) jako symbol cechy
oraz b) jako warto$¢ globalna cechy. Z kontekstu wynikaé¢ bedzie, o ktore znaczenie
chodzi.

Uwaga 13. We wzorach (5)—(8) indeks ,x” bedzie opuszczany, o ile wiadomo
o0 jaka ceche chodzi.



Uwaga 14. We wzorach (2—@) litery X, Y moga by¢ zastapione dowolng inng
literg alfabetu, np. przez Y, X badz U, W itp.

17. Badanie statystyczne moze by¢: petne (wyczerpujace), kiedy badaniem
obejmujemy calg populacje generalng badz czesSciowe, kiedy badaniem obejmujemy
odpowiednio wybrang cze$¢ populacji generalnej.

Stwierdzenie. Kazde badanie statystyczne, dotyczace duzej populacji zawiera pewne
btedy (zwane btedami statystycznymi).

Staranne przygotowanie i przeprowadzenie badania statystycznego pozwala
znacznie zredukowaé zasieg bledéw statystycznych. Na doktadno$¢ badania statys-
tycznego wplywa przede wszystkim:

a) Sciste okreslenie i ograniczenie badanej populacji; posiadanie dokumentacji
adresowej jednostek badania badz szerszych jednostek, za posrednictwem ktérych
docieramy do jednostek populacji; dokumentacja ta powinna by¢ petna (bez
opuszczen!) i aktualna;

b) sciste sformutowanie pytan, definicji i klasyfikacji badanych cech;

c) technika zbierania danych;

d) organizacja badania, dobér personelu uczestniczacego w badaniu i jego szkolenie;

e) metody kontroli w trakcie r6znych etapéw badania;

) metody opracowania zebranego materiatu.

Badanie statystyczne powoduje koszty. Rozmiar tych kosztéw zalezy od
zastosowanych technik postepowania, w réznych etapach badania. Pewne techniki
moga w powaznym stopniu zredukowa¢ powstawanie btedéw w badaniu statystycz-
nym, ale ich zastosowanie moze by¢ bardzo pracochtonne i powodowac duze koszty.
Planujacy badanie statystyczne ma za zadanie takie roztozenie kosztéw badania na
czynnosci wystepujgce w roznych etapach jego realizacji, aby z jednej strony nie
przekroczy¢ funduszu na badanie, a z drugiej — utrzymaé ewentualne btedy badania
w pozadanych granicach.

18. Kazde badanie statystyczne odbywa sie w konkretnych warunkach. Niektére
z nich sg poza zasiegiem organizatorow badania, np. wydarzenia polityczne,
ekonomiczne, kleski zywiotowe. Moga one wptywaé na doktadno$¢ oraz kompletno$é
uzyskanych informacji statystycznych, inne moga by¢ regulowane, a co najmniej
kontrolowane przez organizatorow badania statystycznego. Do nich nalezg warunki,
wynikajace z czynnosci wymienionych w punktach a)—f). Warunki te nazywane s3
istotnymi warunkami badania statystycznego; gdyby one byly idealnie spetnione
w czasie przeprowadzania petnego badania doktadnos$¢ wynikow bytaby zapewniona,
oczywiscie, o ile badanie zostato prawidtowo zaprogramowane. W praktyce, jak to
zostato wyzej podkres$lone, zardwno przy zbieraniu danych, jak i ich opracowaniu
powstajg btedy. Np. dokumentacja, jaka sie postugujemy w celu ujecia jednostek
populacji generalnej, moze nie by¢ aktualna z powodu niedokfadnej rejestracji tych
jednostek; w czasie spisu ludnosci rachmistrz spisowy, pomimo parokrotnych wizyt,
nie zastaje nikogo w domu i w rezultacie moze wystgpi¢ pominiecie tych 0s6b;
niewtasciwa interpretacja pytania w kwestionariuszu (formularzu) statystycznym moze
powodowa¢ btagd w odpowiedzi; inny btad odpowiedzi moze wynika¢ z niedoktadnosci
pomiaréw lub obliczen, stanowigcych podstawe informacji badz z obawy, ze
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informacja prawdziwa zostanie wykorzystana przeciw interesom respondenta lub
jednostki prawnej, ktorg reprezentuje; inne rodzaje btedow to: pomyika w trakcie
symbolizacji, pomyika przy przenoszeniu danych badania na taSme magnetyczng, biad
drukarski itp.

19. Powyzsze przyktady bledoéw statystycznych odnoszg sie do btedow wyste-
pujacych zarowno w badaniu petnym, jak i w badaniu czeSciowym. Takie biedy
nazywamy bledami nielosowymi. Biedy nielosowe, czyli btedy, ktére powstaja
w poszczegblnych etapach badania statystycznego, dzielimy na: a) bledy pokrycia, tj.
pominiecia, wielokrotne ujecia lub btedne wigczenia jednostki do badanej populacji,
w tym btedy powstate z braku odpowiedzi, czyli wskutek nieuzyskania odpowiedzi od
jednostki, wchodzacej w sktad badanej populacji; b) bledy treSci (zawartosci),
obejmujace btedy odpowiedzi, bledy opracowywania danych oraz bledy analizy
i prezentacji wynikow.

1.10. Przypusémy, ze szacujemy wartos¢ globalng cechy mierzalnej w populacji
N-elementowej. Niech Xk oznacza, warto$¢ tej cechy dla k-tego elementu populacji
(k=1, 2,..., N). Celem badania jest okreslenie wartosci sumy:

©)

k=1

Uzyskana w czasie zbierania informacji statystycznej indywidualna warto$¢ cechy
dla k-tego elementu wynosi Yk. Jesli jest to wartos¢ prawdziwa, to Yk=Xt, ale jezeli
rézni sie ona od wartosci prawdziwej, to Yk=Xk+dk. Ogoblnie, dk oznacza biad
obserwacji (odpowiedzi) (uwaga: dk*0 lub dk=0), czyli mamy:

Yk=Xk+dk fc=1,2,...,0V (10)

Jesli wystepujg btedy pokrycia, powodujgce pominiecia pewnych elementdw

populacji, to dla pewnych k brak jest informacji o wartosci badanej cechy. Oznaczmy
litera W zbior tych k

w={kl,k1,..., k} (12)

Ostatecznie zamiast X otrzymujemy:

Y= 27 (Xk+dk) = Z X k+ ﬁdy:X' +A
Kjw k<tw K

Y=X+(A-Zxk X+ A" (12)

Wielkos¢ A' jest btedem oceny wartosci globalnej X; btad ten moze by¢ dodatni lub
ujemny; btad ten nazywany jest réwniez obcigzeniem szacunku wartosci globalnej.
Przyjmuje sie czesto przypuszczenie, ze wystepujace indywidualne btedy odpowiedzi sg
réznych znakow i wzajemnie sie znosza. W praktyce zwykle te bledy sg



jednokierunkowe, tendencyjne i dlatego nazywa sie je takze btedami systematycznymi,
powodujagcymi obcigzenie uzyskiwanych ocen wartosci globalnych, przecietnych
i innych parametréw populacji generalnej. Zauwazmy, ze gdyby badanie zostato
powtorzone w krdtkim okresie, w tych samych istotnych warunkach, prawdopodobnie
wynik oceny X bytby inny niz poprzednio, Y=X+A", A'dpA". Wynik badania
statystycznego jest wiec szacunkiem okreslonego parametru populacji, czesto niedoktad-
nym.

1.11. Redukcja niektorych zrédet btedow nielosowych jest pracochtonna i kosztow-
na. Mozliwa byfaby, gdyby ograniczy¢ badanie do odpowiednio wybranej czesci, czyli
préby, a wiec przez zastgpienie badania petnego — badaniem czeSciowym. Jaka
wybra¢ prébe, aby wyniki badania nie byty obarczone duzymi btedami (innymi niz te,
o ktorych wyzej byta mowa), spowodowanymi niereprezentatywnoscia wybranej
czesci?

1.12. Wsrod stosowanych metod wyboru proby do badan czesciowych mozna
wyréznié: a) wybér celowy, b) wybor losowy oraz c) wybor pseudolosowy. Wybér
celowy polega na subiektywnym wyborze do proby jednostek, ktére uwaza sie za
»typowe” lub ,przecietne”. Wybor celowy, jako wybor subiektywny, jest przewaznie
wyborem tendencyjnym i nie daje proby o oczekiwanej reprezentatywnosci. Nie
posiadamy miar, pozwalajacych oceni¢ czy zastosowany wybdr celowy dostarcza
proby, ktérej struktura, wedtug badanych cech, nie rozni sig istotnie od struktury
populacji. Dlatego stosowanie wyboru celowego jest niebezpieczne. Przeciwnie, wybor
losowy préby, w ktérym decyzja o wyborze danego elementu populacji generalnej do
proby pochodzi od okreslonego mechanizmu losowego pozwala na ocene dobroci
szacunkéw, na podstawie danych proby. Opierajac sie na rozwazaniach probabilis-
tycznych teoria losowego wyboru préby zostata dobrze opracowana. Badania
czesciowe, w ktorych proba zostata losowo wybrana, nosza nazwe badan metoda
reprezentacyjng lub krotko, badan reprezentacyjnych. Do metod wyboru pseudolosowe-
go nalezy zaliczy¢ tzw. wybdr kwotowy. ldeg metody jest ustalenie kwot (udziatow)
okreslonych podpopulacji, ktére powinny sie znalez¢ w prébie i wyznaczania
ankieterom liczb jednostek populacji o odpowiednich cechach, ktére majg by¢
zbadane. Wybor takich jednostek jest pozostawiony ankieterom. Wybér kwotowy ma
podobne wady, jak wybdr celowy.

1.13. Proba w badaniu reprezentacyjnym nie bedzie miata z reguty identycznej
struktury z populacjg generalna. Dlatego oceny z préby (losowej) sa obarczone
pewnym biedem. Blagd ten nazywamy biedem losowym. W dalszych wykladach
przekonamy sie, jak ocenia¢ wielko$¢ btedu losowego w badaniu metoda reprezen-
tacyjna. Btad ten zalezy od schematu losowego wyboru préby, od wielkosci proby
oraz od rozktadu badanej cechy i postaci szacowanego parametru. W badaniu
reprezentacyjnym biedy statystyczne mogg by¢ losowe oraz nielosowe (podobnie, jak
w badaniu petnym). Dodatkowe btedy nielosowe moga powsta¢ wskutek niedoktad-
nego stosowania regut wyboru losowego badz stosowania niewtasciwych (ob-
cigzonych) estymatoréw.

114. LITERATURA UZUPELNIAJACA:! Kordos [5] str. 16 27, 39—54, [6] str. 13 50, R Zasepa [19]
str. 23 36.
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Wyktad 2. Wybrane elementy
rachunku prawdopodobienstwa

21 Doswiadczenie, ktérego wynik, w obiektywnie identycznych warunkach moze
by¢ rézny i nie da sie go przewidzie¢, nazywamy doswiadczeniem losowym. Kazdemu
doswiadczeniu losowemu odpowiada okreslony zbiér mozliwych, réznych wynikéw
zwanych zdarzeniami elementarnymi, tj. zbiér zdarzen elementarnych. Dowolny
podzbiér zbioru zdarzen elementarnych nazywa sie zdarzeniem losowym albo
(zdarzeniem); zdarzenia losowe oznaczamy duzymi literami A, B, C... Przy pomocy
operacji logicznych z danych zdarzen mozemy tworzy¢é nowe. Sumg zdarzen A,
B nazywamy zdarzeniel) ,,AuB”, wystepujace woweczas, gdy zachodzi A badz B, badz
oba réwnoczesnie. lloczynem zdarzen A, B nazywamy zdarzenie ,,AnB” wystepujace
wowczas, gdy réwnocze$nie oba zachodza. Zdarzeniem losowym przeciwnym
zdarzenia A nazywamy zdarzenie ,,A", wystepujgce wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zachodzi A. Wyr6zniamy ponadto zdarzenie pewne, czyli zawsze wystepujace
w danym doswiadczeniu oraz zdarzenie do niego przeciwne, czyli zdarzenie
niemozliwe, ktére w wyniku do$wiadczenia nigdy nie moze wystapi¢. Zdarzenia A, B,
ktére nie moga zachodzi¢ réwnocze$nie nazywamy roztgcznymi (wylaczajacy-
mi sig).

Przyktad 21 Rzucamy kostka szescienng. A — zdarzenie, polegajace na wyrzuceniu
jednego lub dwoch oczek, B — zdarzenie, polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby

oczek; /tuB — wyrzucenie jednego oczka badz parzystej liczby oczek, AnB
— wyrzucenie dwoéch oczek, A — wyrzucenie wiecej niz dwoéch oczek. Zdarzenie,
polegajace na wyrzuceniu jednego oczka badz wiekszej liczby oczek jest zdarzeniem
pewnym. C — zdarzenie, polegajace na wyrzuceniu nieparzystej liczby oczek.
Zdarzenia B, C s zdarzeniami roztgcznymi, ich iloczyn BnC jest wiec zdarzeniem
niemozliwym.

22. Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest pewng liczbg nieujemng P(A), przypisang
temu zdarzeniu taka, ze:
a) dla dowolnego ciggu zdarzen A, B, C.... parami roztgcznych

P(IniinCu...) = P(A) + P(B) + P(C) +...
b) jesli E jest zdarzeniem pewnym, to P(E)—L1

Teoria prawdopodobienstwa nie zajmuje sie sprawg ,poprawnego” okreslenia
prawdopodobienstw zdarzer byleby spetnione byly warunki a) i b). Jesli zbior
mozliwych roznych wynikdéw doswiadczenia obejmuje n zdarzen elementarnych
»jednakowo mozliwych” oraz m z nich odpowiada realizacji zdarzenia A, to klasyczna,
definicja prawdopodobienstwa okresla P(A)= m/n.

Z definicji P(A) wynika, ze a) 0"P(A)<1, b) P(A)=I—P(A), ¢) P(AuB)=
=P(A)+P(B)-P(AnB).

) W tej definicji zaktadamy, zgodnie z zasadg badan reprezentacyjnych, ze zbi6r zdarzen elementarnych jest
skoriczony albo co najmniej przeliczalny.
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2.3. Obliczanie prawdopodobienistwa ulatwia czesto postugiwanie sie pojeciem
prawdopodobierstwa warunkowego zdarzenia A przy zatozeniu, ze wystapito zdarzenie
B; oznaczamy je P{A\B) =P(AnB) :P(B). Gdy P(A\B)=P(A) zdarzenia A, B nazywamy
niezaleznymi. Wéwczas P{AnB) = P(A) mP(B).

2.4. Jesli w doswiadczeniu losowym wystepuje zawsze jedno ze zdarzen B,, fl2... B,
parami roztgcznych, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzér P(A)= PfAIBj m
mPfBA+PfAjBj) mP(B2)+... + P(A\Bn) mP(B,). Wz0r ten upraszcza obliczenie P(A), gdy
prawdopodobienstwa warunkowe P(A\Bi) dla i=1, 2,.., n sg tatwe do obliczenia lub
dane bezposrednio.

2.5. Wynik doswiadczenia losowego wyraza sie czesto liczbg badz uktadem liczb
(wektorem). Woéwczas moéwimy, ze mamy do czynienia ze zmienng losowa. Zmienne
losowe oznacza sie duzymi koncowymi literami alfabetu: X, Y, Z, U... W przypadku
zmiennej losowej X zaktadamy, ze jest okreslone prawdopodobienstwo, ze przybierze
ona warto$¢ z przedziatlu [a, b), P(a”X<b) dla a<b. Jezeli zmienna losowa
X przybiera tylko wartos¢ i ze skofnczonego lub przeliczalnego zbioru (X,, X2....X,...),
nazywamy jg zmienng losowa dyskretna. Jej rozktad opisuje funkcja prawdopodobien-
stwa pk=P(X=xk) dla k=1, 2, 3.. Jezeli zmienna losowa X moze przybiera¢
dowolng warto$¢ z pewnego przedziatu liczbowego, nazywamy ja zmienng losowq
ciagta.

2.6. Rozkiad zmiennej losowej X opisujemy czesto przy pomocy funkcji zwanej
dystrybuantg tej zmiennej, F(x)=P(X <x) okre$lajagcej prawdopodobienstwo tego, ze
zmienna losowa przybierze warto$¢ mniejsza od x (danej liczby). Dystrybuanta F(x)
jest funkcjg niemalejaca, okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych. W przypadku
zmiennej losowej cil?giej X istnieje nieujemna funkcja /(x) taka, ze dla dowolnych

a<b, P(as$X <b)=$f(x) dx. Funkcje f(x) nazywamy funkcjg gestosci ciggtej zmiennej

losowej X albo krétko gestoscig. W tym przypadku dystrybuanta F(x)= j /(x) dx

oraz jej wykres jest linig ciagta, przybierajaca w przedziale liczb rzeczywistych
wartosci od 0 do 1 Funkcja gestosci /(x) — rdéwna pochodnej dystrybuanty
w punkcie x,/(x)=F'(x), jest ciggta.

2.7. Przypus¢my, ze populacje tworzy N o0s6b zarejestrowanych w Kkartotece
indywidualnej. W$rod tych oséb liczba kobiet wynosi M. Z kartoteki wybieramy raz
za razem tgcznie n kart w taki sposob, ze przy kolejnym wyborze karty wszystkie
pozostate w kartotece karty maja takg sama szanse, ze zostang wybrane. Wybranych
kart nie odktadamy z powrotem do kartoteki dopoki nie wybierzemy z niej tgcznie
n kart (n<N), notujac liczbe m kobiet, figurujgcych na wybranych kartach.

Liczba m kobiet jest zmienng losowq dyskretna, mogacag przybiera¢ wartosci: 0, 1, 2,
..., min (M,n). Mozna udowodni¢, ze funkcja prawdopodobienstwa tej zmiennej losowej
Wynosi:

(13)
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Symbol Mi=1-23, ... (M-)M, 0=1
4 [y M=\’ (M-

Rozktad okreslony w (13) nosi nazwe rozktadu tiipergeometrycznego.
Przyktad 2.2. N=20, M =8, n=4. Funkcje prawdopodobienstwa przedstawiamy
w postawie tabelarycznej:

pr=P(m=r) 0102 0363 0382 0,139 0,014

Uwaga 2.1. Jesli N, n rosna, to dystrybuanta rozktadu tiipergeometrycznego coraz
mniej rézni sie od dystrybuanty rozktadu normalnego. Moéwimy zatem, ze rozktadem
granicznym zmiennej losowej o rozktadzie hipergeometrycznym jest rozktad normalny.

28.  Zmienna losowa ciggta X ma rozklad normalny, jesli funkcja gestosci jest
okre$lona wzorem:

(x—m)2 . -
1(*)= exp [ 202 ] dla dowolnej liczby rzeczywistej x (14)

przy czym <r>0 oraz m sg pewnymi statymi, tzw. parametrami rozktadu N(m,02).
Wykres gestosci (wykres 1) rozktadu normalnego nosi nazwe krzywej Gaussa. Krzywa
ta ma ksztatt dzwonu i jest symetryczna wzgledem pionowej, przechodzacej przez
punkt osi odcietych m. Rozktad /M01), w ktorym m=0, <r=l nosi nazwe
standardowego rozktadu normalnego. Dystrybuante i gesto$¢ takiej zmiennej ozna-
czymy ®(n) i ). Oznaczmy odpowiednio F(x), f(x) dystrybuante i gestos¢ w punkcie
x zmiennej losowej N(m, a2). Maja miejsce zwigzki:

a) cp(u)=h),
b) &(—u)= 1—(n),

1 /x—m"\

9fx)=-A— "\

e) P(as:X <b)=F(b)-F(a).

W tablicach statystycznych podaje sie zwykle wartosci <pU) oraz ®(1). Pozwalajg
one uzyska¢ wartosci /(x) oraz F(x), zgodnie z powyzszymi zalezno$Sciami c) oraz d).



Wykres 1. FUNKCJA GESTOSCI ROZKLADU NORMALNEGO
N(2L, 2, 25)

2.9. Zmienna losowa ciggta t ma rozktad t-Studenta o r stopniach swobody (r>0).
Jesli funkcja gestosci jest okreslona wzorem:

sr(f)= dla t rzeczywistego (15)
(r+1)
2

przy czym X 2(1-x)2 ldx

0

Gestos¢ sr(f) jest symetryczna wzgledem punktu f=0 (wykres 2). Jej wykres jest
podobny do wykresu gestosci standardowego rozkltadu normalnego, ktory jest
rozktadem granicznym rozkifadu t-Studenta. Tablice statystyczne podajg wartosci
dystrybuanty dla rr£120. Przy r>120 dystrybuanta rozktadu t-Studenta nie rézni sie
praktycznie od dystrybuanty rozkiadu N(0,1).
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Wykres 2. FUNKCJA GESTOSCI ROZKELADU t — STUDENTA
(r=12)

Uwaga 2.2. W praktyce spotykamy sie ze zmiennymi losowymi o rozktadzie
normalnym, w przypadku gdy na warto$¢ zmiennej X ma wplyw duza ilo$¢
niezaleznie dziatajacych czynnikow, z ktorych kazdy ma znikomy efekt i te efekty
sumujg sie. W metodzie reprezentacyjnej znajduje zastosowanie réwniez rozkiad
t-Studenta.

2.10. W zastosowaniach metody reprezentacyjnej czesto nie mozemy podac
rozkfadu prawdopodobiefstwa zmiennej losowej. Wéwczas przyblizony opis rozktadu
dajg pewne wielkosci, charakteryzujace rozktad, jak momenty rozktadu oraz ich
funkcje. Zdefiniujemy je nizej.

2.11. Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe okre$long, jako

+ 00
E(X)=£xtP(X =xK) dla zmiennej losowej dyskretnej oraz jako E(X)=  xf(x) dx dla
K
zmiennej losowej ciagtej. ”

Momentem zwyklym rzedu r zmiennej losowej X nazywamy w przypadku

dyskretnym i ciagtym, odpowiednio liczbe mr= E(Xr)= X-viiF(Ar= xt) badz
K
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m,= £(Xf)=  x'f(x) dx (16)

Momentem centralnym rzedu r nazywamy liczbe:

L=E[_(X-E(X)M (16a)

W szczeg6lnosci moment centralny rzedu drugiego p2 Jest miarg rozproszenia
zmiennej losowej od warto$ci oczekiwanej i nazywa sie wariancja.

/i2= D\X) = E(X- E(X))2= m2- m\=E(X2)-E 2X) an

Wielko$¢ D(X) =y/D (X) nazywamy odchyleniem $rednim albo odchyleniem standar-
dowym zmiennej losowej X.

Przyktad 2.3. Rozwazmy zmienng losowg X, ktdérej funkcje prawdopodobierstwa
podaje przyktad 2.1.

E(X)=0 m0,102+1 m0,363+ 2 +0,382+ 3 +0,139+4 +0,014=1,6
E(X2=0 +0,102+1 +0,363+ 4 +0,382+ 9 +0,139+16 0,014 = 3,366
D2(X) = 3,366—1,62= 0,806

B(X) = y/0,806 = 0,897775

2.12. Jedli X ma rozktad N(m, al), to E(X)=m, P2AX)=a2 WX)=a Wobwczas:

(18

Im mniejszy jest parametr o, tym wezszy jest dla danego k (k=I, 2, 3) przedziat
[m—ka, m+ka), czyli tym bardziej sa skupione wartosci X dookota wartosci
oczekiwanej (Sredniej) m.

Uwaga 2.3. lloraz odchylenia standardowego zmiennej losowej przez jej wartos¢
oczekiwang nosi nazwe wspétczynnika zmiennosci:

V(X)=W x)"jesli E(x)*° (19)

Wspotczynnik zmiennosci mierzy dyspersje rozktadu w jednostkach wartosci ocze-
kiwanej.

2.13. Omawiane dotad pojecie zmiennej losowej dotyczyto zmiennej jednowymiaro-
wej. Pojecie to rozszerza sie na przypadek wielowymiarowy, kiedy wynik dos-
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wiadczenia losowego nie jest jedng liczba, lecz uktadem liczb, czyli wektorem.
W szczegdlnosci rozktad dwuwymiarowej zmiennosci losowej (X, Y) zostaje okreslony,
gdy dla kazdych czterech liczb a<b, c<d dane jest prawdopodobieristwo zdarzenia
,aX<b oraz ch"Y<d", czyli P(a<b, c< Y<d). Dystrybuanta dwuwymiarowej
zmiennosci losowej (X, Y) jest funkcja dwéch zmiennych (x,y), F(x,y) =P (X<x, Ycy).

2.14. Zmienna losowa dwuwymiarowa jest dyskretna, gdy wektor (X, ¥) moze
przyjmowa¢ co najwyzej przeliczalng liczbe uktadéw (xt, y,) wartosci. Jej rozkiad
okresla sie zwykle podajac prawdopodobienstwo takich ukladéw wartosci
ptI=P(X=x*|¥=y|) dla k, 1=1, 2, 3,.. Danemu rozkfadowi dwuwymiarowemu
odpowiadaja dwa rozklady brzegowe:

pk =P (X =xB =Y.Pk
(20)

p.,=p(Y=y,)=b>bl

Jesli dla wszystkich k oraz | pk=pk *p, to zmienne losowe X, Y nazywamy
niezaleznymi.

Z rozktadem dwuwymiarowym wigza sie rézne rozktady warunkowe jednowymiaro-
we. Rozktad warunkowy zmiennej losowej X pod warunkiem, ze Y=y,, 1 ustalone
okresla prawdopodobienstwo PRI=P(X=xKY=y,)=pu :p,, przy zatozeniu p,>0.
Analogicznie rozktad warunkowy zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze X =xKk
K ustalone, okresla prawdopodobienstwo p,lk=P{Y=y\X =x*=pkl: pk

Przyktad 2.4.

« pd dla 1=
i 2 3 4 Fk
1 0,036 0,069 0,048 0,046 0,199
2 0,015 0,086 0,129 0,018 0,248
3 0,009 0,014 0,046 0,062 0,131
4 0,044 0,086 0,075 0,053 0,258
5 . . .. 0,028 0,058 0,049 0,029 0,164
Pi « « .« 0132 0313 0347 0,208 1,000

Zmienna losowa (X, ¥Y) przyjmuje 20 réznych ukfadéw wartosci' (xk y,), przy czym
p23=0,129, P34=0,062, Pi.=0,199, p.3=0,347.

Funkcja prawdopodobiefstwa rozktadéw brzegowych i dwdch rozktadéw warun-
kowych pk|3 oraz pi|2 przedstawiajg sie nastepujaco:

K 1 2 3 4 5

P (X =xKk) 0,199 0,248 0,131 0,258 0,164
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| 1 2 3 4

P(Y=yt) 0132 0313 0347 0,208
K 1 2 3 4 5
P (X = xkI3) 0138 0372 0133 0216 0,141
| 1 2 3 4
P(Y=y,2) 0060 0347 0520 0073

Zauwazmy, ze zmienne losowe X, Ynie sg niezalezne, gdyz na przyktad p2 =0,248,
p3=0,347, a wiec:

p23= 0,129 0,086 = 0,248 +0,347.

2.15. Jesli dystrybuanta F(x, y) dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, V) jest ciggta
(obie jednowymiarowe zmienne losowe sg ciggle) i daje sie przedstawi¢ jako

F(x,y)= J J /(u, v)du dv, zmienng (X, ¥) nazywamy dwuwymiarowg zmienng losowa
V)

ciggta. Funkcje f(x, y) nazywamy gestoscig tej zmiennej. Podobnie, jak w przypadku
dyskretnym okreslamy jednowymiarowe rozkiady brzegowe. Gestos¢ brzegowa

+ 00

zmiennej losowej X okreslamy jako /, (x)= J f(x, y)dy, a zmiennej losowej ¥, jako

- 00
+ 00

f2(y)= j f(x,y)dx. Zmienne losowe X, Y nazywamy niezaleznymi, jezeli

f(x,y)=fl(x)f2(y). Przy ustalonych x0, y0 dla rozktadéw warunkowych dwuwymiaro-
wej zmiennej losowej okreslamy gesto$¢ warunkowa zmiennej losowej X pod
warunkiem, ze Y=yO0 jako f(x\y0)=f{x, y0)'-f2(yj oraz analogicznie gesto$¢ warun-
kowa zmiennej losowej Y pod warunkiem X =x0, jako f(y\x0)=f(xQ y):j\(x0).

2.16. Momentem m,, rzedu r+ s zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, ¥) nazywamy
warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej XrmY‘, czyli mrs=E(XrmY"). Momentem
centralnym rzedu r+s tej zmiennej nazywamy liczbe:

p.,,=E{[X-E(X)YIY-E(Y)y} (21)

przy czym E(X), E(Y) sa wartosciami oczekiwanymi w rozktadach brzegowych
(r,s=0,12,.) oraz r+s>0.

Zauwazmy, ze ml10=E(X), mOL=E(Y), plo=poi =0. Szczeg6lnie wazng role od-
grywa moment centralny pn zwany kowariancjg i oznaczony Cov(X, Y) lub Cxy

Cov(X, ¥)= £{[X —£(X)] [Y—E¥)]1} = E(XY) —E(X) E(Y) (22
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Jesli Cov(X, ¥)=0 moéwimy, ze zmienne losowe sg nieskorelowane. Jesli X, Y sg
zmiennymi losowymi niezaleznymi, to Cov(X, ¥)=0, ale z faktu, ze Cov(X, ¥)=0 nie
wynika, ze zmienne losowe sg niezalezne.

2.17. Miarg stopnia zaleznosci zmiennych losowych X i ¥ jest wspétczynnik
korelacji

p=p(X, Y)=Cov(X, ¥):JD 2(X)D2(Y) (23)
Wykazuje sie, ze —I<p<lI;|p|=1 wtedy i tylko wtedy, gdy miedzy zmiennymi
losowymi istnieje zalezno$¢ liniowa Y=aX +b, przy czym gdy a>0 to p=1, a jesli

a<0, to p= —1 Jezeli X, ¥ sa niezalezne badz tylko nieskorelowane, to p=0.

Przyktad 2.5. Przypusémy, ze X przyjmuje nastepujace wartosci: x1=0, x2=0,5,
x3=1, x4=1,5, x5=2 oraz ze Y przyjmuje wartosci: yt= —1, y2=0, y3=1, y4=2
Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X, Y) zostata podana w przykta-
dzie 2.4.

E(X)=m, 0=0,199 0 + 0,248 80,5+0,131 * 1+ 0,258 +1,5+0,164 +2=0,97
E(Y) —mol = 0,132 ®(—1)+ 0,313 0+ 0,347 «1+0,208 -2 = 0,631
£(XY)= —0,5-0,015= 0,129 0,5+ ... +0,029-4 = 0,5995

Cov(X, ¥)=0,5995- 0,97 0,631 = - 0,01257

E(X2)= m20=0,25+0,248 + 140,131 + 2,250,258 + 4 0,164 = 1,4295
D2(X) =E(X2)- E 2(X)=1,4295- 0,972= 0,4886

£(Y2)= mO2= ( - 1)2+0,132+ 1 2m0,347+22m,208 = 1,311

D2(Y)= 1,311-0,6312= 0,9128

p(X, ¥)= -0,01257: 70,4886 +0,9128 = -0,019

2.18. Majagc dwuwymiarowy rozktad zmiennej losowej (X, ¥) mozemy oblicza¢
rozktady funkcji zmiennych losowych, np. sumy (X + ¥). Warto$¢ oczekiwana sumy
(&b — state):

E(aX +bY)=aE(X) +bE(Y) (24)
Jesli zmienne losowe X, Y sg niezalezne, to
E(XY)—E(X) E(Y) (25)
W przypadku wariancji otrzymamy:
D2(a+ X) = D2(X)
D2(aX) =a2D2(X)
D2(X + Y)=D2(X) +D2(Y) +2Cov(X, Y)
Jesli zmienne losowe X, Y sg niezalezne badZz nieskorelowane, to D2(X + ¥)=

=D2(X) + D2(Y). Powyzsze wzory mozna uog6lni¢ na wiekszg liczbe zmiennych
losowych jednowymiarowych.
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2.19. W praktyce istnieje czasem potrzeba wyznaczenia w ptaszczyznie (X, y) prostej,
od ktorej srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej Yjest najmniejsze. Okazuje
sie, ze takg wiasno$¢ ma prosta y=ax+ /2, w ktorej:

D(Y) Cov(X,Y)

P00 DI B=E(Y)—aE(X)

Wspotczynnik a nosi nazwe wspétczynnika regresji zmiennej losowej ¥ wzgledem X.
Prosta nazywa sie prostg regresji drugiego rodzaju.
220. Zadania

1) W urnie znajduje sie 5 kul biatych, 3 kule czarne oraz 2 kule niebieskie.
Wybieramy losowo kule i notujemy jej kolor. Okres$li¢ zbiér zdarzen elementar-

. nych. Obliczy¢ prawdopodobieAstwo wylosowania kuli biatej.

2) Z powyzszej urny wybieramy losowo 3 kule. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia A ,wszystkie kule sa tego samego koloru”.

3) Doswiadczenie jak wyzej. OkreSlamy zmienng losowg X jako liczbe wybranych kul
koloru czarnego. «Okresli¢ funkcje prawdopodobienstwa, dystrybuante, warto$é
oczekiwang oraz wariancje tej zmiennej losowej.

4) Zmienna losowa ¥ ma rozktad normalny Al(3; 0,25). Obliczy¢ prawdopodobien-
stwa: A(27Y<3), P(2«EY<4), P(¥Y>0).

5) Dwuwymiarowa zmienna losowa (2f, ¥) ma rozktad dyskretny o funkcji
prawdopodobienstwa pkl=P (X =xk, Y=yt), jak nizej:

Y

R
X 0 1 ) 3 azem
0 0,2 0,15 0,15 f 0,5
0,125 0 0.038 0,038 0,201
0,088 0,035 0 0,026 0,149
0,089 0,035 0,026 0 0,15

0,302 0,070 0,214 0,214 1,000
Obliczy¢é wspotczynnik korelacji p (X, Y).

2.21. LITERATURA UZUPELNIAJACA:J. Gren [2] str. 20—95, J. J6zwiak, J. Podgérski [4] str. 11—100.

Wyktad 3. Probkowanie probabilistyczne,
: techniki losowania proby

3.1 Kazdg skonczona N-elementowag populacje U mozemy w pewien sposéb
uporzadkowaé, nadajac kolejne numery od 1 do N poszczegblriym elementom
populacji. Numer k w tym uporzadkowaniu jest identyfikatorem odpowiedniego
elementu populacji. Stad populacje mozemy kréotko przedstawi¢ jako zbidr
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U={1,23 N-—I, N} lub jeszcze krécej U={k:K k”™ N}. Jakikolwiek podzbior
populacji s= {fci, k2, .., 0} gdzie 1"k l<kl<-<k,,is)) N nazywamy prébg o wiel-
kosci n(s). Zbiér wszystkich préb oznaczymy duza literg S, S={seU}.

Przyktad 3.1. Populacja U obejmuje N=10 elementéw, np. pewnego rodzaju
zaktadéw produkcyjnych w jakim$ miescie. Zatem U={k:1 10}. Wezmy jako
probe s={l, 4, 8}, czyli fc,= 1, f2=4, fct3=8; n(s)= 3. Do préby s nalezg trzy zaktady
0 numerach: 1, 4, 8

32. Wezmy pod uwage zhiér S wszystkich mozliwych préb. Na tym zbiorze
okreslamy funkcje prawdopodobienstwa P, to znaczy dla kazdej préby seS okre$lamy
prawdopodobienstwo jej wyboru p(s), p(s)*0 tak, ze £p(s)=I|. Rzecz jasna, proby,

seS
dla ktérych p(s)=0 nigdy nie zostang wybrane, natomiast jedna z préb, dla ktérej
p(s)>0 musi by¢ wybrana. Taka funkcje prawdopodobieristwa nazywamy wzorcem
(planem) probkowania losowego (probabilistycznego).

Przyktad 3.2. Populacja, jak w przyktadzie 3.1. Wszystkich prob trojelementowych

Ws/=3) jest (B)= 120.

Niech:
s,={1,4,7}; s2={2, 5, 8}; s3={3,6,9}; s4= {4, 7, 10}; s5={1,5, 8}; s6= {2,6, 9}
s7= {3, 7,10}; sg= {l,4,8}; s9={2,5,9}; s10= {3,6, 10}; sn, .., s120.

OkreSlamy  wzorzec probkowania losowego nastepujaco: p(s,)=0,1 dla
i=1,2,3,..., 10 oraz p(s,)=0 dla pozostatych prob.

3.3. Préby pobierane, zgodnie ze wzorcem probkowania losowego, nazywamy
prébami losowymi. Mechanizm losowy, realizujacy okre$lony wzorzec prébkowania
losowego, nazywamy schematem losowania proby lub krétko, schematem losowania.

34. Badaniem metoda reprezentacyjng lub inaczej, badaniem reprezentacyjnym
nazywamy badanie statystyczne, ktérego podstawg sa informacje uzyskane z préby
losowej.

35. Mozna skonstruowa¢ bardzo duzo réznych schematéw losowania, jednak
w praktyce stosuje sie jedynie niektore z nich i te bedziemy omawia¢. Losowanie
préby moze by¢ postepowaniem jednoetapowym badz wieloetapowym. W kazdym
etapie wybiera sie losowo odpowiednio okreslone jednostki losowania (JL).

3.6. Jednostka losowania moze by¢ element populacji, czyli jednostka badania badz
zespdt jednostek badania. W pierwszym przypadku losowanie nazywamy indywidual-
nym, w drugim — losowaniem zespotowym.

Przyktad 3.3. Badamy liczbe uczniow szkét podstawowych na terenie pewnego
miasta. Jednostkg badania jest wiec uczen. Jezeli jednostkg losowania bedzie takze
uczen, losowanie jest indywidualne. Jezeli jednostka losowaniia jest szkota, losowanie
jest zespotowe. Woéwczas do proby nalezg wszyscy uczniowie wylosowanych szkot.

3.7. Losowanie konkretnej préby z badanej populacji, zgodnie z ustalonym
schematem losowania, prowadzi sie na pewnych materiatach (dokumentach),
stanowiacych operat losowania. Aby taki operat skonstruowa¢ nalezy najpierw
okresli¢ zakres JL. Zasada: kazda jednostka badania nalezy do jednej i tylko do jednej
jednostki losowania. Zadna jednostka badania nie moze by¢ opuszczona, czyli nie
moze naleze¢ do zadnej JL. RoOwnoczes$nie, nie nalezy, obejmowac zakresem JL
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jednostek nie bedacych elementami badanej populacji, niestusznie traktowanych jako
jej elementy.

Czesto JL sg pewne jednostki obszarowe (terytorialne), np. rejony badz obwody
spisowe. Takie jednostki powinny mie¢ doktadnie okre$lone granice, aby rachmistrz
zbierajacy dane w terenie nie miat watpliwosci, czy dana jednostka badania nalezy do
jego JL; moze to by¢ zrodlem biedu pokrycia. JL powinny mie¢ doktadne
identyfikatory (adresy). Zesp6t JL nalezy uporzadkowaé, przydzielajac kazdej JL
(identyfikatorowi) liczbe naturalng, bedacg kolejnym numerem jednostki losowania
w ustalonym przyporzadkowaniu. Jesli populacje podzielono na M JL, to numery JL
beda tworzyty ciag 1,2,..., M. Zatem operatem losowania jest wykaz identyfikatorow
z przyporzadkowanymi im numerami oraz dokumentami, okre$lajgcymi granice
poszczeg6lnych JL.

W praktyce operatem losowania moga by¢ odpowiednio przygotowane kartoteki,
mapy, szkice itp. W przypadku losowania indywidualnego JL sg jednostki badania,
czyli operat losowania bedzie wykazem kolejno uporzadkowanych (ponumerowanych)
jednostek badania z ich cechami adresowymi, jako identyfikatorami.

W pewnych schematach losowania stosujemy warstwowanie, tzn. podziat populacji
na wytaczajace sie podzbiory zwane warstwami. Wowczas operat losowania musi by¢
osobny dla kazdej warstwy. Np. dla badania krajowego warstwami moga by¢
wojewodztwa. Dla kazdego wojewddztwa, jako warstwy populacji generalnej,
konieczny bedzie do losowania proby oddzielny operat losowania, obejmujacy JL
z danego wojewddztwa.

3.8. Sporzadzenie operatu losowania powoduje powstawanie kosztow. Koszt
operatu losowania indywidualnego jest czesto znacznie wiekszy niz w przypadku
operatu losowania zespolowego. Koszt operatu losowego powoduje, ze niektdre
L»wymysine” schematy losowania w danym badaniu statystycznym nie moga by¢
realizowane.

3.9. Koszt operatu losowania sprawia, ze w praktyce czesto stosujemy wielostop-
niowe losowanie préby. W takim przypadku najpierw konstruujemy zespotowe
jednostki losowania pierwszego stopnia (JLPS), a nastepnie losujemy pewng liczbe tych
jednostek do proby. Jednostki wylosowane w losowaniu pierwszego stopnia dzielimy
na mniejsze jednostki losowania drugiego stopnia (JLDS). Z tych jednostek losujemy
probe; jest to losowanie drugiego stopnia. Jesli te jednostki stanowig ostateczng probe,
czyli wchodzace w ich sktad jednostki badania tworzg prébe, to takie losowanie jest
losowaniem dwustopniowym. Jezeli JLDS sg jednostkami zespotowymi, to wylosowane
do proby JLDS mozemy podzieli¢ na mniejsze jednostki losowania trzeciego stopnia
(JLTS) i z nich losowa¢ ostateczng probe. Wowczas losowanie proby nazywamy
losowaniem trojstopniowym. W praktyce rzadko stosuje sie losowanie o liczbie stopni
wiekszej niz trzy. W przypadku losowania dwustopniowego musimy skonstruowaé
operat losowania pierwszego stopnia, a nastepnie operat losowania drugiego stopnia,
ale ograniczony do czesci populacji, to jest do préby wylosowanej na pierwszym
stopniu losowania. Koszt sporzadzenia tych obu operatow jest zwykle wielokrotnie
mniejszy, niz gdybySmy losowali probe jednostopniowo, a JL bylyby JLDS.
Oczywiscie w przypadku losowania tréjstopniowego musimy skonstruowac trzy
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operaty losowania: a) pierwszego stopnia, b) drugiego stopnia, ale ograniczony do
préby pierwszego stopnia oraz c) trzeciego stopnia, ale ograniczony do proby
drugiego stopnia.

Przyktad 3.4. Badamy stan zdrowotny ludnosci w wieku produkcyjnym pewnego
wojewddztwa losujac probe tréjstopniowo. JLPS sg obwody spisowe; do préby
pierwszego stopnia losujemy 20% obwoddéw. W wylosowanych obwodach dokonuje-
my obchodu mieszkan, ktére stanowig JLDS. Do préby drugiego stopnia losujemy
20% mieszkan; operatem losowania drugiego stopnia jest wykaz mieszkan z adresami
w wylosowanych uprzednio obwodach spisowych. W wylosowanych mieszkaniach
dokonujemy spisu ludnosci w wieku produkcyjnym; wykaz tych oséb (JLTS) wraz
z danymi adresowymi stanowi operat losowania trzeciego stopnia. Losujemy z nich
prébe 10%. Wylosowane osoby stanowia ostateczng prébe. tatwo zauwazy¢, ze
préba ta obejmuje okoto 0,4% ludnosci w wieku produkcyjnym.

3.10. Losowanie kazdego stopnia moze by¢ ze zwracaniem badz bez zwracania.
Losowanie jest ze zwracaniem, gdy wylosowana JL bierze dalej udziat w losowaniu,
czyli losujemy kolejne JL do proby stale z catej populacji jednostek losowania. Jesli
natomiast JL raz wylosowana do proby nie bierze udziatu w dalszym losowaniu, to
takie losowanie nazywamy losowaniem bez zwracania. Gdy losujemy ze zwracaniem,
to ten sam element populacji moze wchodzi¢ do préby wielokrotnie. Natomiast, gdy
losujemy bez zwracania, to préba obejmuje jedynie rdzne jednostki badania.

Uwaga 3.1. Pojecie préby i wzorca prébkowania losowego zdefiniowane wyzej
w pkt. 3.1 i 3.2 nie obejmuje prob, jakie mozemy uzyskaé w schemacie losowania ze
zwracaniem. Powyzsze definicje tatwo rozszerzyé operujac pojeciem ciggu zamiast
pojeciem podzbioru. Dodamy wiec mozliwos¢ okreslenia préby, jako ciagu n(s)
elementowego, s= (k1 k2, .., k,,(9) takiego, w ktdrym, jesli M jest liczbg wszystkich JL,
to 1 k<M dla i=1,2,..,n(s). Tak okreslong prébe przyjeto nazywa¢ uporzad-
kowana, a zbiér tego rodzaju préb bedziemy oznacza¢ S. Przeciwnie, probe jako
podzbiér populacji nazywa sie proba nieuporzadkowang (pkt 3.1). Definicja wzorca
probkowania losowego z pkt. 3.2 wymaga, formalnie, niewielkiego uzupetnienia przez
uwzglednienie dodatkowe, ze w przypadku préb uporzadkowanych seS, p(s)*0, przy
czym&ESp(s)zl.

Przyktad 3.5. Populacja, jak w przykfadzie 3.1 oraz n(s)=3, czyli bierzemy pod
uwage proby — ciagi trojelementowe. Takich prob uporzadkowanych jest 103= 1000.
Na przyktad Sj=(l, 1, 1), s2=(1, 1,2) itd. W pierwszym przypadku, za kazdym razem
wylosowano do préby pierwsza jednostke badania, w drugim — za pierwszym
i drugim razem pierwszg jednostke, natomiast za trzecim razem — drugg jednostke
badania. Ws$réd prob uporzadkowanych miesci sie rowniez préba z przyktadu 3.1,
s={1,4,8}; beda jej odpowiada¢ préby uporzadkowane: (1,4,8), (1,8,4), (4,1,8),
48,1, (8,1,4), (8,4,1), ktérych jest 6=3' Jednym ze wzorcow probkowania
losowego jest wzorzec ,,p(s)= 0,001 dla seS”, w ktérym kazda tr6jelementowa préba
uporzadkowana ma takie samo prawdopodobienstwo, ze jg wylosujemy, jako prébe
w badaniu reprezentacyjnym.

3.11. Wybér JL moze sie odbywac z jednakowymi badZ z r6znymi prawdopodobien-
stwami.

31



3.12. Losowanie moze by¢ nieograniczone badZ ograniczone. Losowanie jest
nieograniczone, jesli prébe losuje sie z catej populacji oraz wylosowanie jakiej$ JL do
proby nie ogranicza wylosowania jakiej$ innej JL. Jezeli ktory$ z tych warunkow nie
jest spetniony, to losowanie jest ograniczone. Losowanie warstwowe oraz losowanie
systematyczne naleza do przypadkéw losowania ograniczonego.

3.13. Loaowanie warstwowe, jak podkreslono wyzej w pkt. 3.7, polega na tym, ze
catg populacje dzielimy na L roztacznych warstw. Kazda jednostka badania oraz JL
nalezy do jednej i tylko do jednej warstwy. Niech Nh oznacza liczbe JL w warstwie
o numerze h,h=1,2,.,L Dla zrealizowania losowania warstwowego ustalamy
wielkos¢ préby z kazdej warstwy nk, tak zeby {aczna proba z populacji
~-elementowej, N =£ Nh wyniosta ustalong wielko$¢ «=£»»». Probe z kazdej

warstwy losujemy nfezaleznie, a wiec musimy korzystaé 3 odrebnego operatu
losowania dla warstwy.

3.14. Losowanie systematyczne przeprowadza sie nastepujaco:

a) jesli préba ma liczy¢ okoto n JL, obliczamy interwat losowania k, jako iloraz N :n
zaokraglony w gére do liczby catkowitej;

b) losujemy liczbe naturalng r z przedziatu od 1 do k, K r<k

¢) do proby wchodzg JL o numerach r, r+k, r+2fc,..,r+(n—1)A @

Moze sie zdarzy¢, ze ostatni numer ciggu (1) jest wiekszy od N. Wéwczas go
pomijamy, czyli proba obejmie (n—I)JL.

Przyktad 3.6. Populacja obejmuje N=1020 JL. Zamierzamy losowa¢ prébe n=16
Elementowag. Wobec N: n= 1020:16 = 64, interwat losowania wynosi 64. Przypus¢my,
ze wylosowalisSmy r=20. Do proby wejdg JL o numerach 20, 84, 148, 212, .., 980
proba obejmuje n=\6JL. Jesli natomiast wylosowano r=61, to do proby wejdg JL
0 numerach 61, 125, 189,..., 893, 957, a proba obejmie n= 15JL (nastepny numer
wynosi 1021).

3.15. Losowanie préby danego stopnia odbywa sie za pomocag komputera,
posiadajacego generator liczb losowych badZz za pomocg tablicy liczb losowych.
W pierwszym przypadku odpowiednie liczby podaje wydruk komputera. Liczby te sg
numerami JL wylosowanymi do proby. Jesli jaki$ numer powtarza sie r-krotnie oraz
losowanie jest ze zwracaniem, to odno$na JL wchodzi do préby réwniez r-kro-
tnie.

W tablicach statystycznych publikowane sg liczby (cyfry) losowe. Np. w zbiorze
Ryszarda Zielinskiego Tablice Statystyczne (PWN, Warszawa 1972), na str. 315—324
podano tzw. ,.cyfry losowe” (Tabl. 62) w postaci pieciowierszowych blokéw liczb
pieciocyfrowych. Na kazdej stronie bloki sg ustawione w 10 kolumn oraz 10 blokéw
pieciowierszowych, czyli strona obejmuje 500 liczb pieciocyfrowych. W niniejszym
konspekcie w tabl. 3.1 podano liczby figurujace na str. 316 powyzszej publikacji.

3.16. Tablice liczb losowych czytamy poczynajac od dowolnego miejsca, liczby
odczytujemy wierszami od lewej ku prawej, zgodnie z zasadg czytania polskiego
tekstu. Jesli potrzeba, mozna czyta¢ inaczej, byleby stosowac te zasade przez caly czas
losowania danej préby, np. liczbe 77513 czytac jako 31577. Jesli liczba JL w populacji
(warstwie) jest liczba trzycyfrowa, mozna czytac trojki cyfr badz opuszczaé pierwsze
dwie cyfry.
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Omdwione w tym punkcie i poprzednim losowanie Jest losowaniem z jednakowymi
prawdopodobiefstwami wyboru ze zwracaniem. Jesli chcemy losowacé probe bez
Zwracania, to powtarzajace sie liczby skreslamy, pozostawiajgc pierwszy raz odczytang
liczbe. Liczby wiegksze niz liczba JL w populacji pomijamy.

Przyktad 3.7. Z populacji obejmujacej 8630 JL wylosowa¢ prébe ztozong z 43 JL.
Poniewaz N = 8650 jest liczba czterocyfrowg odczytujemy liczby, pomijajac pierwszg
cyfre. Rozpoczniemy czytanie od liczby figurujacej w 16 wierszu oraz pigtym bloku.
Prébe obejmujg JL o numerach:

1926, 4721, 8303, 3174, 3972, 5274, 6893, 1303, 2970, 4137, 3515, 0400, 1148, 3643,
4133, 4035, 2166, 3852, 0091, 1222, 0561, 2327, 8423, 6732, 6234, 7395, 6131, 0123,
1622, 5496, 7560, 1604, 5138, 6806, 7648, 5261, 4313, 5861, 5875, 1069, 5644, 7277,
8001.

Nalezy w operacie losowania odszuka¢ jednostki losowania o powyzszych
numerach. Stanowig one konkretng probe.

Przyktad 3.8. Z populacji obejmujacej N«98 JL wylosowaé prdobe ztozong
z n=15JL. Poniewaz N jest liczbg dwucyfrowg bedziemy odczytywaé pary cyfr
poczynajac od 21 wiersza, 2 bloku. Prébe obejmuja JL o numerach: 02, 17, 68, 17, 19,
11, 71, 17, 16, 02, 92, 93, 77, 42, 19.

Prébe obejmuja wiec JL o numerach:

2 (2 razy), 17 (3 razy), 68, 19 (2 razy), 11, 71, 16, 92, 93, 77, 42. Jak widzimy, trzy
jednostki losowania zostaty wylosowane dwukrotnie albo trzykrotnie. Jesli chcielibys-
my losowaé bez zwracania nalezy jeszcze dolosowac¢ 4 nowe JL. Czytajac dalej tablice
mamy numery: 64, 04, 96, 55. Wowczas prébe stanowig JL o numerach: 2, 17, 68, 19,
11, 71, 16, 92, 93, 77, 42, 64, 4, 96, 55.

317. Powyzsze przyktady dotyczyty losowania z jednakowymi prawdopodobien-
stwami wyboru. Losowanie ze zwracaniem z réznymi prawdopodobienstwami wyboru
przebiega nastepujaco:

Niech Mk oznacza prawdopodobieAstwo wylosowania za jednym razem lc-tgj

N

JL(KfcAN), przy czym £#t=1. Mnozymy prawdopodobienistwa 1Jk przez jaka$
i=i

,okraglg” liczbe, np. M - 10000. Zaokraglamy liczby MMk do liczb catkowitych tak,
zeby suma zaokraglonych MIJk data liczbe M (w naszym przypadku 10 tysiecy). MMk
oznacza liczbe kolejnych numeréw przyporzadkowanych w czasie losowania danej
(k-tej) JL. Numery przyporzadkowujemy kolejno poszczegélnym jednostkom losowa-
nia ze zbioru 1, 2, .., M. Losowanie préby odbywa sie analogicznie do losowania
z jednakowymi prawdopodobiefAstwami ze zwracaniem.

Przyktad 3.9. Z populacji obejmujacej N =30 JL nalezy wylosowa¢ prébe n=6 JL
z prawdopodobienstwami wyboru podanymi w tabl. 3.2 W rubr. (3) pokazano
przyporzadkowane numery. Poniewaz obecnie losujemy sposréd M= 10000 numeréw
sze$¢ numeréw, wiec odczytujemy liczby czterocyfrowe, wowczas liczba czterocyfrowa
0000 oznacza M. Rozpoczynamy czytanie tablicy liczb losowych od wiersza 4, bloku 3.
Pomijamy w czytaniu pierwsza cyfre. Probe wyznaczajg: 0971, 7749, 0429, 2272, 5375,
5871
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Do préby wylosowane zostaty JL o numerach: 6, 21, 4, 8 14, 15.

Przyktad 3.10. Z populacji obejmujacej N=1256 JL nalezy wylosowa¢ prébe
n=157 JL stosujac losowanie systematyczne z jednakowymi prawdopodobienstwami
wyboru. Obliczamy interwat losowania k= 1256 : 157=8. Z tablicy liczb losowych
odczytujemy cyfre. Uzyskane miejsce w tablicy znajduje sie w 34 wierszu i 9 bloku.
Jest tam liczba 96299. Pierwsza cyfra 9>8, wiec ja pomijamy. Nastepna cyfra wynosi
6<8, czyli r=6. Do préby wchodzag JL o numerach: 6, 14, 22, 30, 38, .., 1254.

Przyktad 3.11. Z populacji N=30 JL, jak w przykfadzie 3.9 nalezy wylosowac
prébe n=6 JL z prawdopodobiefstwami wyboru podanymi w tabl. 3.1 systematycz-
nie. W tym przypadku interwat losowania k= 10000 : 6= 1666,6.., k= 1667. Od-
czytujemy liczbe czterocyfrowa (pomijamy pierwszg cyfre) w wierszu 34 w bloku 8
Wynosi ona 5676>1667, nastepne liczby: 6299, 0836ig 1667, r= 836, czyli do préby
wejdg JL, ktérym przyporzadkowano numery: 836, 2503, 4170, 5837, 7504, 9171,
a wiec wylosowano JL o numerach (identyfikatorach): 6, 8, 12, 15, 20, 27.

Uwaga 3.2. Jesli prawdopodobienstwa wyboru |_|K<;1 dla kazdego k=1, 2, .., N (n

— liczebnos¢ préby), to losowanie systematycznie dostarczy zawsze proby bez
powtdrzen jakiej$ JL.

3.18. Zadania

1) Z populacji obejmujacej N = 856 jednostek wylosowac¢ prébe n= 20 elementowa,
stosujgc: a) losowanie proste ze zwracaniem, b) losowanie proste bez zwracania,
c) losowanie systematyczne.

2) Populacja N =50 rodzin ma nastepujacy rozktad wielkosci mierzonej liczbg oséb
w rodzinie:

Liczha 0SO0b .o 1 2 3 4 5 6 7

Liczba rodzin . 5 8 13 1 5 5 3

Wylosowac¢ z tej populacji prébe n—10 rodzin stosujac: a) losowanie ze zwracaniem
z prawdopodobiefAstwami proporcjonalnymi do liczby os6b w rodzinie, b) losowanie
systematyczne z takimi samymi prawdopodobiefstwami wyboru jak wyzej.

Wskazowka. Uporzadkowac¢ rodziny w cigg niemalejacy wedtug liczby oséb
w rodzinie.
319. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R. Zasgpa [18] str. 25 43, [17] str. 48—66, 71—74.



TABL. 31 WYCINEK Z TABLICY LICZB LOSOWYCH R. ZIELINSKIEGO

09188
90045
73189
75768
54016

08358
28306
53840
91757
89415

77513
19502
21818
51474
99559

33713
85274
84133
56732
65138

38001
37402
97125
21826
73135

07638
60528
83596
10850
39820

59580
35508
30692
65443
27267

91307
68434
48908
06913
10455

12883
21778
19523
67245
60584

53853
24637
83080
16444
60790

20097
85497
50207
76490
44056

69910
03264
86233
53741
92694

03820
37174
59313
66499
68331

48007
86893
89640
16234
56806

02176
96397
40348
41134
42742

77929
83441
35655
62746
98952

06478
07341
70668
95659
50264

06991
94688
15877
45197
16019

97343
30976
59515
52670
47377

41377
38736
12451
24334
18157

32825
51981
47677
20971
66281

78542
81333
81594
61613
00397

86864
69979
93278
68107
62535

93584
11303
44035
17395
87648

81719
01304
87083
47143
95719

03061
07954
06958
99599
43622

75569
23793
94688
18288
13192

19072
84473
54745
42672
14210

65027
38807
65122
35583
07500

36066
74384
38992
36151
57178

39527
50654
26269
87749
31003

42785
10591
13628
62269
58391

29901
20288
81757
23621
24170

72869
22970
52166
96131
85261

11711
77586
31417
34072
09035

18072
19814
92983
10507
63147

78800
48763
16127
27437
72294

24210
13622
24591
78601

. 33712

61184
36961
59659
16563
37992

94850
89342
22815
99073
65762

04220
94938
62290
90429
00682

13661
40510
51215
50263
12607

68414
55210
05686
94049
69777

51926
28834
73852
10123
34313

71602
56271
21815
64638
85794

96207
59175
05128
13499
64421

88835
90822
56196
49632
07477

36699
62126
35700

"'11883

91342

04285
31649
86283
79246
45134

58838
52623
07759
27493
11161

86304
81997
64464
12272
27398

58873
07893
90290
90212
17646

82774
29773
73156
91345
12830

64721
34137
70091
91622
65861

92937
10086
39250
85902
74296

44156
20695
09719
06319
80814

54486
97022
80091
24041
44606

53728
98408
04754
09528
37821

01392
42096
68258
86686
26529

73859
07992
51777
70939
78576

83389
91870
27124
95375
20714

04618
32604
28466
55781
48949

51908
74287
07082
42836
74819

58303
73515
61222
85496
45875

74219
47324
75237
49139
08789

23821
05533
77433
53075
43800

23768
17719
82067
08337
17985

28825
12843
83824
63011
88325

17974
63281
69572
76463
26760

49364
12369
97377
85130
45819

87374
76150
67018
05871
53295

97553
60475
68795
76514
72306

13980
75251
85046
09191
78142

29822
90400
60561
57560
21069

64049
62605
62047
06441
88156

99538
52139
53783
71839
09351

06156
04207
63400
65676
48911

35793
82590
52692
98901
80851

15077
02023
13798
34222
83637

73331
18601
27585
32552
52979

64278
68476
41361
93823
07706

31223
94119
77762
83483
94541

72893
65344
31853
08007
43860

93174
71148
62327
81604
85644

65584
40030
15501
03856
64691

04713
61212
92301
06410
31024

04111
95954
05462
96299
97341

28976
09815
54130
14974
43667

90712
08816
16435
26655
41326

96240
03742
51972
54846
65130

58044
64659
82760
43178
17813

08420
01840
20791
47055
37408

55507
67415
38452
45449
72834

93972
43643
18423
18880

. 47277

49698
37438
29578
54552
19202

66994
04455
50498
19362
73167

08408
49953
69200
90836
30358

66252
93146
55160
40344
70883

26769
47449
91529
90802
44344

43642
83873
37867
54759
04860
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TABL. 32. DANE POMOCNICZE DO PRZYKLADU 39

~Numer_
ednostki
osowania

Prawdo-
podobienstwo

@

0,0201
0,0102
0,0115
0,0150
0,0240
0,0500
0,0760
0,0800
0,0600
0,0200
0,0430
0,0125
0,0540
0,0880
0,0630
0,0510
0,0280
0,0175
0,0195
0,0250
0,0130
0,0210
0,0205
0,0303
6,0132
0,0365
0,0212
0,0151
0,0202
0,0407
1,0000

Liczba przy-
porzadkowa-
nych numeréw
10000 nk

)
201
102
115
150
240
500
760
800
600
200
430
125
540
880
630
510
280
175
195
250
130
210
205
303
132
365
212
151
202
407
10000

Numery
przyporzad-
Kowane

®

1—
202—
304—
419—
569—
809—

1309—

2069—

2869—

3469—

3669—

4099—

4224—

4764—

5644—

6274—

6784—

7064—

7239—

7434—

7684—

7814—

8024—

8229—

8532—

8664—

9029—

9241—

9392—

201

303

418

568

808
1308
2068
2868
3468
3668
4098
4223
4763
5643
6273
6783
7063
7238
7433
7683
7813
8023
8228
8531
8663
9028
9240
9391
9593

9594—10000

X

Numery

wyloso-
wane

do proby

@

429

. 971

2272

5375
5871

7749



Wyktad 4. Problemy estymacji i precyzja
oszacowan w badaniu
reprezentacyjnym

4.1. Schemat losowania odpowiada okreslonemu wzorcowi prébkowania, czyli dla
kazdej mozliwej d6 wyboru proby z populacji generalnej mozemy obliczy¢
prawdopodobienstwo jej wylosowania. Dla wylosowanej préoby uzyskujemy informa-
cje, ktdre nalezy przetworzyé, w celu oszacowania pewnych parametrow badanej
populacji. Problem, jakg regute (reguty) zastosowac¢ do szacowania tych parametrow
nosi nazwe problemu estymacji.

4.2. Dowolng funkcje wartosci cech mierzalnych (badz wyréznionych wariantéw
cech niemierzalnych) X, Y, Z, .. nazywamy statystyka:

t=/(*». Yk Zk .., kes) ()

Randomizacja (ulosowienie) wyboru proby przez zastosowanie danego schematu
losowania préby powoduje, ze statystyka jest zmienng losowa i posiada pewien
rozktad. Poréwnujac rozklady réznych statystyk mozna wybrac ,,najlepsza” statystyke
dla szacowania wartosci danego parametru populacji generalnej. Statystyke t stosowa-
ng w danym badaniu do szacowania wartosci parametru T nazywamy estymatorem
parametru T, a jej warto$¢ z proby — oceng parametru T. Stad, estymator parametru
Tjest zmienng losowa.

Przykiad 4.1. Populacje stanowig mieszkania w pewnym budynku. Liczba mieszkan
IV=30. Rzeczywiste liczby mieszkancow Yk dla fc=I, 2, .., 30 wynosza:

N~ Do
w W~
N W o
w oo
N A~ O
© w o
[ JENEN
o w s
o N o
oo s

Losujemy probe n=4 mieszkan z powyzszej populacji stosujgc losowanie proste baz
zwracania (Ipbz). Liczba réznych mozliwych do wylosowania prob wynosi:

/30\ 30-29-28-27
Q\4/= t-2-3-4, ~2M°5
Wezmiemy pod uwage statystyke:
i (r|1+Ytz+Yk3+ n) da s-{£* k2 ky k4}

Ikl <k2<k3<k4/30 @
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Rozkfad statystyki y przedstawia sie nastepujaco:

. , Prawdopodobieristwo wylosowania
y Liczba prob préby dar%agej odpowiednie y
warfoscl statystyki

2,25 6 0,000
2,50 242 0,009
3,00 1343 0,049
3,50 3274 0,119
4,00 5088 0,186
4,50 5811 0,212
5,00 5127 0,187
5,50 3528 0,129
6,00 1899 0,069
6,50 795 0,029
7,00 240 0,009
7,50 48 0,002
8,00 4 0,000
Razem 27405 1,000

Rozktad statystyki y jest rozkladem dyskretnym. Prawdopodobienstwo, ze
mJ,50<y<5,75 wynosi 0,833. Mamy wiec duzg szanse, ze konkretnie wylosowana
proba da wartos¢ statystyki y w tych granicach. Jednak, jak wida¢ z zestawienia,
y przyjmuje wartosci od 2,25 do 8,25.

Uwaem 4.1. W teorii metody reprezentacyjnej przyjmuje sie czesto konwencje, ze
duzymi literami alfabetu oznaczamy wielkosci dotyczace populacji generalnej,
natomiast — matymi literami alfabetu wielkosci dotyczace proby. Dlatego parametr
populacji Tjest oznaczony duza litera, a statystyka t malg literg. Przedstawiajac wzor
estymatora t wedtug (1) operujemy wartosciami populacji w tej jej czescl, jaka
uzyskujemy z préby.

innym sposobem zapisu statystyki y bedzie formuta (2a), uwzgledniajaca wyniki
kolejnego ioaowania do préby elementow badanej populacji; wartos¢ cechy dla tych
elementéw z préby oznaczamy matymi literami, jako y3, yn, y3, y4 .. ya Jesli
pierwszym wylosowanym do proby jest k2-szy element populacji, to y, = Yk , drugim
— kj-gi element populacji, to y2=14. itd. 1
Woweczas statystyke t mozemy przedstawié, jako:

t=h(x1, x2.... x,; yv y2... yn zX zj, .., z,; ..) (29)

Podana w przyktadzie 4.1 statystyka y wyraza sie wzorem:

Y=AY1+Y1+Y3+Y*)

Zauwazmy, ze yy y2,y3, y4 sg zmiennymi losowymi, ale dla konkretnej préby sg to
pewne liczby. Jesli np. z populacji okreslonej w przykladzie 4.1 wylosowalismy do
proby kolejno mieszkania o numerach: 8, 23, 15 4, to y!=¥8=4, y2=Y2i=2,
\B=rj?“ 4, yA=Y4=6. Losujac probe drugi raz przypus¢my, ze wylosowalismy
kolejno mieszkania o numerach: 12, 1, 26, 29, woéwczas y}=Y12=3, y2=Y,=8,
y3=Y26=09, y4= ¥29=6. Zatem wartosci y"i= 1 .. 4) moga by¢ inne dla réznych préb:
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Numer préby v Vi ye y

L e 4 2 4 6 4
2 s 3 8 9 6 6,5

4.3. Rzeczywisty rozktad estymatora jest rozktadem dyskretnym, gdyz préba
obejmuje skonczong liczbe elementdw populacji generalnej, a liczba mozliwych do
wylosowania prob jest takze skonczona. Okazuje sie, ze w przypadkach duzych prob,
z jakimi mamy do czynienia w praktyce, rozkfad estymatora mozna dobrze
aproksyntowac¢ za pomoca rozktadu normalnego o tych samych momentach pierwszego
i drugiego rzedu. Jest to szczegblnie uzyteczne, gdy znamy warto$¢ dwéch parametrow
(rzeczywistego) rozktadu estymatora: wartosci oczekiwanej oraz wariancji badz
odchylenia standardowego.

44. Poszukujac ,dobrego” estymatora jakiego§ parametru T musimy miec
kryterium poréwnawcze, ktérym bedziemy sie kierowac. Przyjmujemy, ze z dwdch
statystyk lepszym estymatorem bedzie ta statystyka, krorej wartosci bardziej skupiaja
siec dookota wartosci T szacowanego parametru. Rozrzut statystyki t wobec
szacowanego parametru T mierzymy wartoscig $redniego btedu kwadratowego MSE:

MSE(t)=E(t—T)2= £ (tf—T)2 P(t=ti)—D2(t)+ B2(t) @)
|

przy czym:
02(r)=XT[f,-£(t)]2P(t=t,.) 4

jest wariancjg statystyki t, natomiast:
B()—E(t)—T ®)
jest obciazeniem statystyki t, jako estymatora parametru T, przy czym £(t)=£t,. P(r="f).
i

Estymator t parametru T jest estymatorem nieobcigzonym tego parametru, gdy
E(t)=T. Jedli £(t)#T, czyli B(t)=E(f)—7Y¥0, estymator nazywamy obcigzonym.

Przyktad 4.2. Statystyka t ma rozkiad, ktéry mozna aproksymowaé rozktadem
normalnym N (m, a2. GdybySmy chcieli zastosowa¢ ja do estymacji wartosci
parametru T — to obciazenie tej statystyki wyniesie m — T, a wariancja <2, czyli:
MSE(t)=02+ (m—T)2.
Niech T=4; m=52; <r=I,8; wdéwczas MSE(t)= 1,82+ 1,22= 4,68. Zgodnie z ozna-
czeniami i wzorami oméwionymi w 2.8 otrzymamy:

P(T-at<T+a)=F(T+a)-F(T-a)=0"~ -~ m*j~F{ ~ a~m

=0(0,33) —P (—167) = (0,33)- [L- D(1,67)]=0,629300- 1+0,952540= 0,58184.

Gdyby m=T=4, czyli estymator bytby nieobcigzony, wéwczas P(T—o"t< T+a)=
=0,6827, @ wiec znacznie wieksze prawdopodobienstwo, ze ocena bedzie w granicach
(I-CT, T +a).
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Wijrkn* 4.1 FUNKCJA GESTOSCI ESTYMA
WYk™s 4.1 FUNKCJA GESTOSCI NIEOBCIAZONEGO TOKA OBCIAZONEGO N (7-3,2; ,_1[)
ESTYMATORA N (w-T-4; a-U) PRZY T-A+m

R«) K«)

45. Poréwnujac Srednie bledy kwadratowe dwoch statystyk il i t2 jako
ewentualnych estymatoréw parametru t, przyjmujemy jako lepsza do estymacji te
"'statystyke, dla ktdrej Sredni bltad kwadratowy jest mniejszy badz réwny, scislej, jesli
MSEft"KMSSftj) oraz dla pewnych rozkladéw cechy MSE(r,)< MSE(t2), to
lepszym estymatorem jest statystyka r, niz statystyka t2.

46. W przypadku nieobcigzoncgo estymatora t parametru T, S$redni btad
kwadratowy MSE(t) redukuje sie do wariancji D2(t), czyli:

MSE(t)=D2@), gdy E(t)=T ®)

Przyktad 4.3. Statystyka y z przyktadu 4.1 jest nieobcigzonym estymatorem $redniej
P liczby 0s6b w mieszkaniu, ktora wynosi P=4,733. Korzystajac z przedstawionej na
str. 2 funkcji prawdopodobienstwa dla rozktadu statystyki y mozna wykazaé, ze
£(y)« 4,733= P. Wariancja tej statystyki wynosi D2(y)=0,8064.

4.7. Estymator obcigzony szacuje przecigtnie czesciej z bledami dodatnimi niz
ujemnymi, gdy B(r)«£(r)—T>0, przeciwnie, gdy fl(r)<0. Dawniej preferowano
estymatory nieobcigzone, obecnie ta tendencja zanika.

4.8. Inng wazng wiasnoscig jest tzw. zgodno$¢ estymatora parametru T. W statystyce
matematycznej estymator t, parametru T, z préby selementowej nazywamy
estymatorem zgodnym parametru I, jezeli dla .dowolnie matej liczby dodatniej
£ zachodzi zwigzek:

hin P (|f, -rl«e)=1 0

Z definicji wynika, ze préby moga by¢ dowolnie duze, podczas gdy w badaniu
reprezentacyjnym zawsze n<N; N — liczebnos¢ badanej populacji. Dlatego w teorii
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metody reprezentacyjnej, dla umozliwienia definicji (7), przeprowadzamy proces

myslowy rozumiejac pojecie wzrastania n do nieskonczonosci (n->00), jak nastepuje:

a) wyobrazamy sobie, ze kiedy wzrasta nieograniczenie liczebno$¢ n proby, wzrasta
takze liczebno$¢ N populacji tak, ze dla ustalonego utamka r, 0<r<I, n.N<r;

b) wzrost liczebnosci populacji nie powoduje zmian w jej strukturze wedtug badanych
cech, a wiec parametr T pozostaje staty.

Uwaga 4.2. Proces wzrastania populacji mozemy rozumie¢ jako wielokrotne
reprodukowanie elementéw populacji.

4.9. Z (7) wynika, ze je$li estymator jest zgodny, to przy dostatecznie duzej prébie
mamy bliskie jednosci prawdopodobienstwa, ze otrzymana ocena bedzie nieznacznie
rozni¢ sie od rzeczywistej wartosci szacowanego parametru. Dlatego w badaniach
reprezentacyjnych z reguty stosujemy estymatory zgodne.

4.10. Twierdzenie: Jesli a) lim |£(r,,)—7j=0 oraz b) limD2(tn)=0, to f, jest
estymatorem zgodnym parametru T. Interpretacja tego twierdzenia moze by¢
nastepujaca: jezeli obcigzenie estymatora maleje ze wzrostem préby, a jego wariancja
réwniez maleje i jest coraz blizsza zeru, to ten estymator jest estymatorem zgodnym
danego parametru.

4.11. Twierdzenie dalsze: jezeli t,1), t,2\ ..., t<2>sg estymatorami zgodnymi parametrow
7j, 12 .., Tk odpowiednio, to dowolna funkcja ciagta /(tg), tid\ .., r®) jest es-
tymatorem zgodnym parametru T=/(7j, T2, .., 7j).

412. W praktyce badan statystycznych stosujemy estymatory nieobcigzone lub
obcigzone, zgodne. W tym drugim przypadku préba powinna by¢ dostatecznie duza
tak, ze obcigzenie estymatora mozna uzna¢ za nieistotne. Inaczej moéwigc, mozemy
traktowa¢ estymator jak nieobcigzony. Wobec tego, ze estymatory przy dostatecznie
duzych probach majg rozktad bardzo zblizony do rozktadu normalnego, rozktad
estymatora bedziemy znali okre$lajac jego wariancje. Do tego celu konieczne jest co
najmniej przyblizona znajomos$¢ pewnych parametréw populacji generalnej. Niezmier-
nie wazne jest obliczanie tych parametrow w przypadku kazdego badania
statystycznego, aby moc te dane wykorzysta¢ przy planowaniu badania reprezentacyj-
nego.

4.13. Szacujac parametr populacji generalnej opieramy sie na uzyskanej z préby
wartosci stosowanego estymatora. Oczywiscie chcielibysmy wiedzie¢ czy ocena bardzo
rézni sie od wartosci parametru. Niestety, na takie pytanie nie mozemy odpowiedzie¢
podajac wielko$¢ btedu, chyba ze réwnoczes$nie przeprowadziliSmy petne badanie
statystyczne i mozemy poréwna¢ ocene z badania reprezentacyjnego z wynikiem
badania petnego. Mozemy natomiast okresli¢ w pewien sposob precyzje szacunku
metoda reprezentacyjna. Za miare precyzji szacunku przyjmuje sie:

a) odchylenie standardowe DAf) estymatora t, zwane wowczas btedem standardowym
lub bledem $rednim szacunku'badZz réwnowaznie;

b) wspdtczynnik zmiennosci K(f)= D(t): £(t), E(r)>0 zwany wzglednym bledem
standardowym ($rednim) szacunku. Zwykle mnozymy go przez 100, wyrazajac
w procentach. Otrzymujerily wowczas procentowy biad standardowy (Sredni)
szacunku.

Uwaga 4.3. Teoria metody reprezentacyjnej abstrahuje od bledéw nielosowych
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zaktadajac, ze uzyskana z badania informacja jest petna i bezbledna. Dlatego
mierzymy w niej wptyw btedéw losowych na wynik szacunku, czyli cze$¢ faktycznego
btedu szacunku i méwimy o precyzji szacunku w odrdznieniu od pojecia doktadnosci
szacunku, na ktorg sktadajg sie btedy nielosowe wraz z bledem losowym z racji
ograniczenia danych do wylosowanej préby.

4.14.
standardowego szacunku? Ze znajomosci rozktadu normalnego wynika nastepujace:
Niech b% oznacza wielkos¢ procentowego btedu standardowego szacunku. Waéwczas
otrzymamy:

a) okoto
b) okoto
c) okoto
d) okoto

38 szans na 100, ze faktyczny btad szacunku nieprzfekroczy 0,5b%,
68 szans na 100, ze ten btad nie przekroczy b%,

87 szans na 100, ze ten btgd nie przekroczy 1,5 b%,

954 szans na 1000, ze ten biad nie przekroczy 2b%,

e) okoto 997 szans na 1000, ze btgd procentowy szacunku nie przekroczy

Z powyzszego wynika, ze jest ponad dwa razy wieksza szansa, ze btad szacunku
bedzie mniejszy od btedu standardowego, niz ze bedzie mu réwny albo od niego
wiekszy. Jesli btagd szacunku moze mie¢ powazne konsekwencje praktyczne mozemy
zatozyé, ze faktyczny biad nie jest wiekszy od dwoch btedéw standardowych, czyli ze
»maksymalnie” mozliwy btgd miesci sie¢ w granicach dwdch btedéw standardowych.
Mozliwosé, ze faktyczny biad oceny jest wiekszy od dwaéch btedéw standardowych jest
bardzo mata, gdyz mozna ja przyrownaé¢ do wyciagniecia na ,.chybit-trafit” z urny kuli
koloru czerwonego, gdy W urnie znajduje sie 954 kul biatych, a tylko 46 kul
czerwonych. W wyjatkowych przypadkach przyjmuje sie 3 bledy standardowe za
»maksymalnie” mozliwg wielko$¢ btedu faktycznego oceny z préby.

Przyktad 4.4. Z kazdej z trzech populacji, w ktérych szacowany parametr I" wyniost:
40 tys.,, 5 tys., 600, odpowiednio procentowy biad standardowy wynidst: b= 5%,
b=10% oraz b=20%. Z kazdej z tych populacji wylosowano niezaleznie pie¢ prob.
Otrzymano wyniki:

Faktyczny Faktyczny Faktyczn
(3% % S
Nr Ocena szacunku Ocena szacunku Ocena szacunku
préby t t t
liczba % liczba % liczba %

T=40 tys. b=5% T=5 tys. b=10% T=600 b=20%
1 37448 -2552 -6,4 5207 207 41 861 261 435
2 38442 -1558 -3,9 5182 182 3,6 487 -113 -18,8
3 40990 990 25 5380 380 7,6 922 322 53,7
4 38728 -1272 -3,2 4684 -316 -6,3 686 86 14,3
5 41694 1694 42 4096 -904 -18,1 738 138 23,0

Analiza tych liczb prowadzi do ciekawych wnioskéw (zob. [20] str. 8—10).

4.15. Wydaje sie wiasciwe przyjecie nastepujacej konwencji: a) przy b"7,5%
uznajemy szacunki metoda reprezentacyjng za wystarczajaco precyzyjne, b) jesli
7,5%<b?S 15% precyzja szacunkow jest mata (staba), c) b> 15% ocene traktujemy
jedynie, jako okreslenie rzedu wielkosci parametru T.
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4.16. Obok operowania pojeciem btedu standardowego szacunku stosuje sie row-
niez przedziaty ufnosci dla szacowanych parametréw. Przedziatem ufnosci [I/(£), £7(f)]
parametru T nazywamy przedziat losowy, ktdrego dolna ££() i gorna D)
granice ufnosci s funkcjami estymatora f takimi, ze prawdopodobienstwo
P{U(t)<T<U(®)}=i—xjest state; liczbe (1—a) nazywamy wspotczynnikiem ufnosci;
najczesciej przyjmuje sie a=0,05 albo a=0,01. Po wylosowaniu préby, jesli t= £,
przedziat wynosi [U(t0), U(t0)]. Przyjmujac a= 0,05, czyli 1—a=0,95, ten przedziat
nazywamy 95% przedziatem ufnosci. Uzyskany przedziat moze zawiera¢ szacowang
warto$¢ T parametru, ale moze tez tej wartoSci nie obejmowaé. Szansa, ze 95%
przedziat ufnosci [£/(£) U(E)], obejmie T jest mniej wiecej taka, jak wylosowanie kuli
biatej z urny, w ktorej znajduje sie 95 kul biatych oraz 5 kul czerwonych. Stosujac
przedziaty 95% w roznych badaniach reprezentacyjnych mozemy sie spodziewac, ze
w okoto 95% badan uzyskane przedziaty zawierajg szacowane wartosci parametrow.
W przypadku przedziatu, przy wspétczynniku ufnosci a= 0,01, czyli przedziatu 99%
powyzsze stwierdzenia pozostajg stuszne, jesli ,,95” zastgpimy przez ,,99”, a ,5”
przez ,1”.

417. Zadania:
1) Badamy populacje N =50 gospodarstw rolnych:

Numer (« Numer
gospodarsftv)va n gospodars(tf\czla ** n
0,8 0 4 3
0,8 1 6 1
15 0 6 2
15 1 6 3
15 2 85 1
25 0 85 2
25 1 85 3
25 2 85 5
4 0 125 2
4 1 12,5 3
4 2 12,5 4
X — powierzchnia gospodarstwa w ha, Y — liczba kréw w gospodarstwie.

Wylosowa¢ (Ipbz) 25 niezaleznych prob n=10 gospodarstw rolnych. Dla kazdej
z nich obliczy¢ wartosci $rednie x, y. Wiedzac, ze X =4,764 oraz F=1,48 okresli¢

] X - X y-Y
procentowe btedy szacunkow = 100 X , 8= 100 .

2) Zaktadajac powyzej, ze procentowe bledy standardowe bl= 100 V(x) =20,1%,
b2=100 I/ (5= 20,5% obliczy¢ (niezaleznie dla kazdej z badanych cech) frakcje prob,
dla ktérych dI~kbl oraz S2"kb2 dla k—1,2,3. Poréwnac¢ te frakcje, odpowiednio,
z prawdopodobienstwami Pid”~kbi) dla t=1, 2, rbwnymi: 0,6827 dla fc=I; 0,9545 dla
k=2 oraz 0,9973 dla k=3.

3) W zad. 1) przyjelisSmy S$rednig z proby x (y) za estymator S$redniej X (¥).
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Przypusémy, ze zamiast S$redniej z préby przyjmujemy mediane z préby, jako
estymator éredniej X (F). Wykorzystujagc dane wylosowanych 25 prob zbadaé, czy
procentowe btedy szacunkow, opartych o mediane z préby, sg przecigetnie wieksze niz
szacunki oparte o $rednig z proby?

418. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R Zasepa [18] str. 43—54, [17] str. 23—38.

Wyktad 5. Estymatory proste _
I ich wiasnosci w losowaniu prostym

5.1. Indywidualne losowanie nieograniczone, z jednakowymi prawdopodobienst-
wami wyboru, przyjeto nazywa¢ losowaniem prostym. Polega ono na tym, ze: a)
jednostka losowania jest jednostka badania, czyli element badaijej populacji; b)
wyboru dokonujemy raz za razem; c) dla kazdego elementu populacji praw-
dopodobienstwo jego wybrania do proby jest takie samo; d) losujemy prébe z calej
populacji.

52. W dalszym ciggu przyjmujemy, ze populacja obejmuje N elementow,
uporzadkowanych w ciag (, 2,..., N) oraz wyboru kolejnych elementéw do préby
dokonujemy n razy. Wyr6zniamy dwa schematy losowania prostego, odpowiadajace
dwom réznym wzorcom prébkowania losowego:

a) losowanie proste ze zwracaniem (Ipzz), w ktorym wybieramy kolejno, niezaleznie, .
jednostki do préby z caiej populacji (a wiec ta sama jednostka badania moze byé
wybrana wielokrotnie). Wowczas dowolny cigg (kv k2, ..., kn), w ktérym 1<k(<Ar dla
i=1,2,..,n ma te samg szanse, ze bedzie wylosowang proba:

Pl4=(cA2..k)] =100 0)

b) losowanie proste bez zwracania (Ipbz), w ktérym element populacji wybrany do
proby nie bierze udzialu w dalszym wyborze (jednostka badania moze byé wybrana
do proby tylko jeden raz). Dla kazdego podzbioru n-elementowego z populacji
badanej prawdopodobienstwo jego wylosowania jest takie samo;

\n/ (2)

5.3. Analizujac oba wzorce prébkowania losowego stwierdzamy, ze wzorzec lpzz
zawiera wszystkie préby wzorca Ipbz, a ponadto préby, w ktdrych niektére elementy
zostaty wybrane wielokrotnie. Te ostatnie préby s informacyjnie gor&ze od
pozostatych, gdyz — jak to zostato udowodnione — krotno$¢ wystepowania jakiego$
elementu w prébie nie przynosi zadnej dodatkowej informacji dla poprawy szacunkéw
metodg reprezentacyjng. To wskazuje, ze schemat losowania prostego bez zwracania
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(Ipbz) jest efektywniejszy od schematu losowania prostego ze zwracaniem (lpzz).
Zostato to udowodnione takze formalnie przez hinduskiego statystyka D. Basu. Dalej
bedziemy sie w zasadzie ogranicza¢ do Ipbz.

54. W celu realizacji losowania prostego operat losowania powinien zawiera¢
informacje adresowe dla kazdej jednostki badanej populacji tak, ze pozwalajg one
uporzadkowac w cigg poszczegodlne jednostki, czyli przyporzadkowaé kazdej jednostce
populacji okreslony numer od 1 do N. Po wylosowaniu numeréw, stanowigcych
prébe, wyznaczamy z operatu losowania jednostki tworzace probe.

Przyktad 5.1. W gminie chcemy wylosowaé prébe n indywidualnych gospodarstw
rolnych, stosujac losowanie proste bez zwracania. Jesli gmina posiada kompletny
i aktualny wykaz gospodarstw, ktére kolejno zostaty ponumerowane, to ten wykaz
moze stanowi¢ operat losowania proby. Numery (pozycje) wykazu stanowig
identyfikatory poszczegélnych gospodarstw. Postugujac sie tablicg liczb losowych
odczytujemy z niej liczby nie wieksze od N, pomijajac liczby pojawiajace sie po raz
drugi. Odczytane ostatecznie liczby wyznaczaja probe. Wchodza do niej te
gospodarstwa rolne, ktdre w operacie losowania majg numery wybrane do préby.

Przyktad 5.2. Zadanie, jak w przyktadzie 5.1, jednak nie istnieje wykaz gospodarstw
rolnych, natomiast obszar gminy zostat podzielony na M obwodow spisowych,
noszacych kolejne numery i w nich istniejg wykazy indywidualnych gospodarstw
ponumerowanych w ramach obwodu spisowego. Woéwczas, znajac liczbe gospodarstw
w obwodzie, mozemy je uporzadkowa¢ w catej gminie nastepujaco:

a) sporzadzamy wykaz obwodow spisowych (0..),
b) podajemy w nim dla kazdego o.s. liczbe indywidualnych gospodarstw rolnych,
¢) kumulujemy te liczby.

Tak sporzadzony dokument stanowi operat losowania préby. Numer przyporzad-
kowany danemu gospodarstwu otrzymujemy dodajagc skumulowang (taczng) liczbe
gospodarstw w poprzednich o.s. do numeru gospodarstwa w o.s., do ktérego nalezy.
Np. jesli gospodarstw” znajduje sie w trzecim o.s. i posiada w nim numer 15, a tgczna
liczba gospodarstw w pierwszym i drugim o.s. wynosi 120, to temu gospodarstwu
przypisujemy numer (identyfikator) wynoszacy 120+15=135. Po wylosowaniu proby
identyfikujemy numery wylosowane do préby z odpowiadajacymi im gospodarstwami
rolnymi.

Przyktad 5.3. Na terenie znajduja sie cztery o.s., w ktérych liczby indywidualnych
gospodarstw rolnych wynosza odpowiednio: 23, 18, 31, 15. Konstruujemy operat
losowania:

Liczba indywidualnych gospodarstw Numery gospodarstw,
Numer o ;. rolnych wechodzacych do

] 7

proby z danego o.s.

Wos. skumulowana
1 s 23 23 3, 13 21
2 Lo e e e 18 41 15, 17
3 . 31\ 72 3, 14, 25
A 15 87 1 12
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Otrzymujemy tgcznie N = 87 gospodarstw, losujemy (Ipbz) prébe n=10 gospodarstw.
Z tablicy liczb losowych odczytujemy kolejne dwdjki cyfr, zaczynajac od 18 wiersza,
pierwszego bloku, pomijajac liczby wieksze od 87 (wraz z 00) oraz dwucyfrowe liczby
juz odczytane. Probe wyznaczajg numery: 84, 13, 38, 40, 44, 03, 55, 21, 66, 73.
Ustawiamy je w cigg rosnacy:

3,13,21 38,40 44,55,66 73,84
as. 1 " as.2' 0s.3 ' o0s4

Numery gospodarstw wylosowanych do proby z poszczegélnych o.s. podano
w ostatniej kolumnie powyzszego zestawienia.

Uwaga 5.1. Gdyby na danym terenie istniata kartoteka gospodarstw rolnych, to
pomimo, ze karty noszg jaka$ numeracje, przewaznie nie bedzie to numeracja ciagta
i dla konstrukcji operatu losowania konieczne bedzie nowe ponumerowanie kolejne
wszystkich kart.

5.5. Zajmiemy sie zagadnieniem szacowania $redniej Y cechy mierzalnej Yw popula-
cji:

v >\j_ 1 O)

Jesli nie mozemy wykorzysta¢ zadnych dodatkowych informacji o badanej populacji
najlepszym estymatorem jest $rednia z préby vy.

@

Srednia y jest nieobcigzonym estymatorem $redniej ¥, czyli E(y)=F, a jej wariancja
WYNOsi:
S2
i ®

przy czym:

S2=- I (Ft-F)2
N -

jest wariancjg cechy Y w populacji.
Btad standardowy szacunku wynosi:

m= fiTZJL o
V. N y/*
natomiast procentowy btad standardowy wynosi:

n V(Y)

100 K(.v)= 100
N N
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gdzie V(Y)=y jest wspotczynnikiem zmiennosci cechy Y w populacji. Zaktadamy,

ze F>0.

56. Z wzoru (5) wynika, ze wariancja D2(y) jest tym wieksza, im wigksza jest
wariancja badanej cechy S2, a ponadto, ze ze wzrostem n proby wariancja estymatora
maleje odwrotnie proporcjonalnie do wielkosci préby, a nawet nieco wiecej, z uwagi

na czynnik

57. Planujagc badanie statystyczne metodg reprezentacyjng nalezy decydowac
0 pozadanej wielkosSci préby, gwarantujacej zadang precyzje szacunku. Jesli zatlozymy,
ze maksymalny btad szacunku $éredniej ¥ nie powinien przekroczyé wielkosci d, przy
ryzyku okoto 5%, czyli przyjmiemy, ze proba powinna by¢, tak duza, ze
w przyblizeniu 2D(y)=d, otrzymujemy z (5), ze: 3

N
Nd2

+
. 4S2

)

Aby sie postuzy¢ tym wzorem nalezy okresli¢ S2. Tej wariancji z reguly nie znamy.

58.  Wariancje S2 mozna oszacowa¢ na podstawie danych poprzedniego badania
populacji generalnej o ile nie zaszty znaczne zmiany strukturalne w tej populacji,
w okresie miedzy poprzednim badaniem i badaniem planowanym. Innym roz-
wigzaniem jest pobranie wstepnej préby i z niej oszacowanie S2. Okazuje sie, ze
estymatorem nieobcigzonym tej wariancji jest wariancja s2 z proby. Wielkos¢ wstepnej
proby zalezy od parametru rozktadu badanej cechy w populacji zwanego
wspotczynnikiem ekscesu fl2:

W przypadku rozktadu normalnego fi2= 3. Wowczas wstepna préba powinna liczy¢
okoto 50 elementéw, W praktyce f)2 moze sie okaza¢ wyzsze; wéwczas wstepna proba
powinpa by¢ odpowiednio wieksza. Np. dla /i2=6 powinna wynosi¢ okoto 125
elementow. Jesli nie jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ badania wstepnego i nie mozemy
uzy¢ danych z przesztosci, istnieje mozliwo$¢ szacunku S2, gdy okreslimy
w przyblizeniu Ynmex — najwyzszg warto$¢ oraz Ym,, — najnizsza wartos¢ cechy
Y w populacji. Przyjmujemy:

c2 Fniii) In,
" 16 )

Doktadniejsze postepowanie wymaga znajomosci typu rozktadu cechy K
Przyktad 5.4. Populacja generalna obejmuje N =12 tys. elementdw. Szacujemy

Srednig F, przyjmujac za maksymalny dopuszczalny btagd szacunku d=2. Z wstepnej
préby oszacowano wariancje jako S2=200. Jak wielka powinna by¢ proba (IpbzJ!
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Z wzoru (8) wynika, ze:

Nd2 12000-4 12000
= 60, n« *197
4S2°  4-200 61

Préba powinna objag¢ okoto 197 elementdw populacji generalnej.

Przypus¢my, ze nie moglismy przeprowadzi¢ badania wstepnego dla szacunku S2.
Sadzimy, ze V,,in=0, Y~x=60. Wowczas ze wzoru (9) otrzymamy S2*225. tatwo
obliczy¢, ze préba powinna obja¢ okoto 221 elementow.

5.9. Szacowanie wartosci globalnej cechy mierzalnej ¥ odbywa sie za pomoca
estymatora Ny. Jest to estymator nieobcigzony wartosci globalnej ¥, a jego wariancja
D2(Ny) =N 2D2(y), natomiast btad standardowy szacunku D(Ny)=ND(y). Procentowy
btad standardowy:

100K (Ny)=100K (y)=100 [1. DKW (10)
V. N Jn

Precyzja szacunku wartosci globalnej mierzona procentowym bledem standar-
dowym jest taka sama, jak szacunku S$redniej. Precyzja zalezy od wielkosci
wspdtczynnika zmiennosci badanej cechy K(F) oraz od wielkosci n préby. Dla
przyktadu podajemy nizej wielkosci 100V(Ny) dla paru wartosci V(Y) oraz n przy
N=10000.

Procentowy btad standardowy szacunku
przy N=10000, jezeli liczebnos$¢ préby wynosi n—

1000 500 200 100 50
N 06 087 140 1,99 2,82
05 15 2,18 3,50 4,97 7,05
08 . 24 349 5,60 7,96 11,29
L0 s 30 4,36 7,00 9,95 1411
L5 s 45 654 1050 14,92 21,16

Najczesciej F(Y)< 1, wowczas préba wielkosci N =200 dostarczy stosunkowo
precyzyjnej oceny, wartosci globalnej Y lub S$redniej F, gdyz wzgledny biad
standardowy szacunku wyniesie ponizej 7%. Jesli K(¥)<0,5, to nawet préba n= 100
elementowa dostarczy precyzyjnej oceny tych parametrow.

Zauwazmy, ze 0 precyzji szacunku Sredniej badz wartosci globalnej nie decyduje
istotnie to, jaka jest frakcja proby (f=n:N), lecz jaka jest liczebnos¢ n préby. Np.
gdyby w powyzszym przykfadzie przyja¢ N= 100000, to przy danych V(Y) oraz
n precyzja praktycznie sie nie zmieni. Dla proby n= 500 oraz ¥ (¥)=0,5 otrzymujemy
100F(Ny)= 100V(y)=2,179" 2,18. Mo6wiac mniej Scisle, jesli frakcja proby nie jest
zbyt wysoka np. jest mniejsza od 0,1, to taka sama precyzje dla duzej populacji, jak
i dla wielokrotnie mniejszej populacji uzyskamy przy tej samej wielkosci proby.
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5.10. Rozwazania z pkt. 55 i 5.9 tatwo przenie$¢ na przypadek szacowania frakcji
P elementow wyréznionych (ze wzgledu na posiadanie okreslonego wariantu cechy
niemierzalnej) badz liczby NP takich elementéw, zamieniajac ¥ na P, y na p, gdzie
p oznacza frakcje elementéw wyréznionych w prébie. Zatem, frakcja p z proby jest
nieobcigzonym estymatorem frakcji P, czyli E(p)=P, a jej wariancja wynosi:

(V)
., NP(I-P) NPO
Obecnie $2= ————=——-, Q=1-P
N—1 N—1
Wz6r (10) przeksztatci sie na:
-/ n /N(I-P -/ n i- i
MVM= iookw- M ji- NP mijli-! P (12)
Wyrazenie jest odpowiednikiem V(Y) we wzorze (10). Moze ono przybiera¢

duze wartosci, gdyz wzrasta nieograniczenie, gdy P maleje. Obrazuje to nastepujace
zestawienie:

p 05 01 0,05 0,01 0,005 0,001

p r
vV p

1 3 4,36 9,95 14,11 31,61

Stad wniosek, ze jesli zazadamy duzej precyzji szacunku przy matej wartosci
szacowanej frakcji, préba musi by¢ liczebnie wysoka. Np. jesli w populacji N = 10000
chcemy oszacowaé frakcje rzedu 0,01 z procentowym btedem standardowym nie
przekraczajgcym 5%, to proba powinna obja¢ n=7984 elementy populacji. O ile
rzeczywiscie tak wysoka precyzja jest niezbedna dla marginesowych frakcji (liczb)
wyrdznionych elementéw populacji nalezy poszukiwa¢ odpowiednio bardziej efektyw-
nych schematéw losowania préby niz Ipbz dla szacowania P badz NP. Moze sie
okazaé, ze takich schematéw nie znajdziemy i wéweczas trzeba zrezygnowaé¢ z badania
reprezentacyjnego.

5.11. Dotad rozpatrywaliS$my sytuacje, gdy szacowany parametr dotyczy rozktadu
cechy w catej populacji. W praktyce wyr6zniamy czesto pewne podpopulacje,
stanowigce dziedziny studiéw (domeny). Woéwczas szacowanie np. $redniej wartosci P'
moze dotyczy¢ jedynie elementdw, nalezacych do domeny. Wobec tego procentowy
btad standardowy bedzie zalezat od wielkosci tej czesci proby, ktéra wchodzi w skiad
domeny, a nie od liczebnosci catej proby. Takze wspétczynnik zmienno$ci badanej
cechy bedzie ograniczony do domeny w populacji generalnej. Srednia y' z proby
z domeny jest nieobcigzonym estymatorem $redniej Y' w domenie (podpopulacji), czyli
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E(y")=Y' oraz procentowy biad standardowy S$redniej y' wynosi w przyblizeniu
(wystarczajagcym w praktyce):

100F ( ')*100‘/ " K (13)
y

W tym wzorze n, N oznaczajg liczebnos¢ proby, populacji, odpowiednio: PO jest
frakcjg domeny w populacji, a V\Y) wspdtczynnikiem zmienno$ci cechy ¥Yw domenie.
Stad wynika, ze liczebno$¢ domeny wynosi NO=NPO. Réznica pomiedzy prawg
strong (13) i (10) polega gtdéwnie na tym, ze w mianowniku pod pierwiastkiem zamiast
n wystepuje nPO<n. Inaczej, jesli domena obejmuje, na przyktad 20% populacji, to
préba domeny wyniesie okoto 20% prdby, a wiec jesli n=1000, to dla omawianej
domeny nP0=200, préba obejmuje tylko okoto 200 elementéw domeny.

Przyktad 55. Badamy metoda reprezentacyjng dzietnos¢ kobiet w miescie.
Populacje badang tworzg kobiety w wieku prokreacyjnym. Chcemy oszacowaé
przecietng liczbe urodzonych dzieci przez kobiety w wieku 20—24 lata. Domeng jest
grupa kobiet w wieku 20—24 lata. Srednig liczbe Y' urodzonych przez nie dzieci
otrzymamy z informacji o liczbie dzieci urodzonych przez poszczegdlne kobiety
z domeny.

Zatézmy, ze N =30737; Po=0,121; NO=3720; F'=2,l; K(¥)=0,753; V'(Y)=0,773.
Losujemy (Ipbz) prébe n= 1356 kobiet w wieku 15—49 lat. Wowczas:

natomiast:

Szacujgc liczbe urodzonych dzieci za pomocg estymatora Ny:
100K (Ny)=100F(y) = 2%

Szacujac liczbe T urodzonych dzieci przez kobiety w wieku 20—24 lata za pomoca
estymatora NpOy', gdzie pO jest frakcjg z proby kobiet domeny w wieku 20—24 lata,
wzér (13) nie bedzie do$¢ doktadny. Woéwczas:

(13a)
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5.12. Z wzoru (13) tatwo otrzymac¢ wzo6r na procentowy biad standardowy frakcji
elementéw wyréznionych w domenie:

No N'0
o
NO ©O
Wzér ten ma postac:
/1-Po
100 V(p0)& 100 opo (14)
N JnPlI

Przez p0 oznaczamy frakcje —, przy czym nO jest liczebnosciag domeny w proébie,
"0

natomiast 0 — liczbg jednostek wyr6znionych w prébie z domeny.

Przyktad 56. N, n, PO, jak w przykfadzie 55. Niech frakcja elementéw
wyroznionych w domenie, np. frakcja kobiet w wieku 20—24, ktore nie urodzity
dziecka, wynosi P0=0,21. Procentowy btad standardowy estymatora p0 tej frakcji
— zgodnie z wzorem (14) — wynosi 1,6%. Szacowanie takiej samej frakcji dla catej
populacji daje procentowy biad standardowy 0,83%, czyli prawie dwa razy mniejszy
niz poprzednio.

513. Dla oszacowania ilorazu R wartosci globalnych (sum) badz $rednich dwdch
cech mierzalnych Yi Y,

Yy
F (15)
postuzmy sie statystyka:
(16)

Jest to estymator obcigzony, ale zgodny, jesli wiec proba jest dostatecznie duza
obcigzenie nie ma praktycznego -znaczenia. Wariancja estymatora r wynosi
w przyblizeniu:

D2AN*K2( 1 - - V2(X)+V\Y)-2pxyV(X)V(Y)~ an

p=p jest wspotczynnikiem korelacji cech X i Y,

P= (N-1)sxsykk ("-1D(M-Y)
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Uwaga 5.2. Nasuwa sie pytanie, jak interpretowa¢ warunek ,jesli prdéba jest
dostatecznie duza”. W rozwazanym zagadnieniu oznacza to, ze préba powinna by¢
tak duza, zeby procentowy biad standardowy 100 K(j¢) byt mniejszy niz 5%. Gdyby
pxy*V (X)\V(Y), to wystarczy tak liczna préba, aby 100K(x)< 15%.
tatwo wykazaé, ze prawa strona (17) daje sie przedstawié, jako:

D) (f1- ) rr By S MeRXK2 (17a)

Procentowy biad standardowy szacunku ilorazu R wynosi w przyblizeniu:

IV2(X)+V2Y)-2pxV (X)V(Y)

I n
100H (r)*100 /1
)’/ N n

(18)

Przyktad 5.7. Na obszarze znajduje sie N =7000 gospodarstw domowych. W celu
oszacowania miesiecznych wydatkéw zywnos$ciowych na osobe planujemy prze-
prowadzenie badania reprezentacyjnego na probie n=700 gospodarstw domowych.
Niech Yk oznacza wydatki na zywnos¢ w fc-tym gospodarstwie, natomiast Xk — liczbe
0sob w tym gospodarstwie — k=1, 2,..., 7000. Szacowany parametr:

Y In
A=-=-th— . lle wyniesie procentowy btad standardowy szacunku, jesli sadzimy, ze

i
KAN=0,64, P(¥)=0,82, pxy=0,7?

700 /0,642+ 0,822—2 wD,7 W),64 +0,82

100F(r)sl00 /1 -
70001 700

=2,1%,

5.14. Zadania. 1) Szacujemy $rednia F w populacji, obejmujacej N =20 tys.
jednostek. Jaka powinna by¢é minimalna liczebno$¢ proby, aby biad standardowy
szacunku nie przekroczyt d=0,25, jesli n'= 60 elementowa préba wstepna wynosi:

60 60
| Ji=729 Zyj = 125007
=1 =

2) Szacujemy frakcje F mieszkan o powierzchni co najmniej 60 m2 Jak duza
powinna by¢ préba z populacji N=15000 mieszkan, jezeli przypuszczamy, ze
0,2 ~0,4 oraz zadamy, aby procentowy blad standardowy szacunku nie
przekroczyt 7%?

5.15. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R Zasgpa [18] sir. 64-75, 98-106, J. Steczkowski [14]
str. 135—148, 158—167.
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Wyktad 6. Estymatory ilorazowe
I regresyjne w losowaniu prostym
bez zwracania

6.1. W poprzednim wykladzie zostaty omowione wilasnosci Sredniej z préby
y w przypadku szacowania (Ipbz) Sredniej Y. Przypusémy, ze dla badanej populacji
posiadamy informacje o wartosci S$redniej X cechy mierzalnej X, ktora, jak
przypuszczamy, jest skorelowana z badang cechg Y. Woéwczas mozna te informacje
wykorzysta¢ konstruujgc estymator ilorazowy Sredniej Y:

yg=y '~ =rX, r== ()

x 1 X
x <

Przyktad 6.1. Przeprowadzamy badanie reprezentacyjne pogtowia zwierzat gos-
podarskich w gminie (Ilpbz). Dla oszacowania liczby kréow (cecha Y) chcemy
wykorzysta¢ informacje o liczbie kréw w indywidualnych gospodarstwach rolnych ze
spisu ubiegtorocznego (cecha AI. Wowczas dla kazdego gospodarstwa z préby
notujemy dodatkowo liczbe kréw Xk w ubiegtym roku i estymatorem liczby Y krow
w roku biezacym bedzie estymator ilorazowy:

Nyg=rNX =rX

Uwaga 6.1. W punkcie 6.1. zaktada sig, ze wartos¢ statystyki x uzyskuje sie
z badania reprezentacyjnego. W pewnych przypadkach moze powsta¢ obawa, ze dane
o wartosci cechy dodatkowej uzyskiwane w czasie tego badania moga nie pokrywac
sie z danymi badania petnego, bedacego podstawa obliczenia $redniej X. Wowczas
— tak jak w przykladzie 6.1 — posiadanie informacji o wartosciach cechy X, dla
poszczegolnych elementdw populacji generalnej, mozna wykorzystaé, o ile iden-
tyfikatory jednostek z proby pozwalajg na takie postepowanie.

6.2. Estymator ilorazowy yqjest obciazonym, ale zgodnym estymatorem $redniej Y.
Jezeli proba jest dostatecznie duza, to obcigzenie estymatora mozna pomingé. Proba
jest dostatecznie duza, gdy wzgledny btad standardowy X, E(x)"0,05.

Woéwczas MSE (y)"C 2y,):

1 1 ,
nN-J4<I=1Yk (2a)
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Przypominamy oznaczenia: R , S2= analogicznie obliczamy

Sy; n, N — liczebno$¢ préby, populacji, odpowiednio:

1
e nenyss, ACCEX) ()

jest wspotczynnikiem korelacji cech X i K
6.3. Wobec (2a) estymatorem obcigzonym, ale zgodnym wariancji D2(yq) jest:

N [e«mwW-A-»] *

w przypadku préby n'-elementowej, przy czym r' obliczamy wedtug (1) z tej préby (np.
wstepnej proby, gdy chcemy zorientowaé sie, jak duza przy danym n moze byé
wariancja D2(yg estymatora ilorazowego yg. Praktyka wskazuje, ze jesli proba
(wstepna proba) jest tak duza, ze V(x)"0,l oraz K(y)~ 0,1, to ocena wariancji D2y
na podstawie (3) jest wystarczajgco precyzyjna dla potrzeb ustalenia ,,minimalnej”
proby gwarantujacej precyzje oceny Y.

Przyktad 6.2. Zamierzamy oszacowa¢ metoda reprezentacyjng $rednig liczbe bydia
F na indywidualne gospodarstwo rolne w populacji obejmujacej V= 6200 gos-
podarstw, o ktérej wiemy, ze jest tam N X- 19840 sztuk trzody chlewnej. Te
informacje zamierzamy wykorzysta¢ stosujac estymator ilorazowy yg=rX. W celu
zorientowania sie, jak duza nalezatoby wylosowaé prébe (Ipbz), wylosowano wstepng
prébe n= 50 gospodarstw. Z tej proby otrzymano (w [18] na str. 79—81 figurujg dane
oraz szczeg6towe obliczenia) stosujac wzor (3):

Ponadto okazato sie, ze K(x)s0,l oraz K(@@)=0,1. Wyniki z wstepnej proby sa
dostatecznie precyzyjne dla ustalenia na ich podstawie liczebnosci n-planowanego
badania reprezentacyjnego.

Przypusémy, ze przy ryzyku 0,05 zgadzamy sie na btgd oceny <4=0,1, tzn. ze nie
chcemy pomyli¢ sie przy szacunku wiecej niz o 4=0,1, przy prawdopodobienstwie
wiekszej pomyiki wynoszacym 0,05. Odpowiada to warunkowi, ze 2D (yg=0,1.
Pozostaje do rozwigzania réwnanie:

199
AZ'20,0025, N = 6200
n

1
------- =, -n= 0,00016129 + 0,00125628  n= 706



Gdybysmy postawili warunek, ze taki sam bigd oceny chcemy zapewni¢ przy
ostrzejszym  kryterium, mianowicie ryzyku 0,0027, co odpowiada temu, ze
3D(,)=0,1, czyli D(yg=0,03, woéwczas otrzymamy «= 1391. Zatem, w pierwszym
przypadku préba powinna liczy¢ okoto 706 gospodarstw, w drugim przypadku
— okoto 1391 gospodarstw.

6.4. Na pytanie, czy zawsze estymator ilorazowy yq jest efektywniejszy od Sredniej
y z préby odpowiada twierdzenie:

Przy szacowaniu $redniej ¥ estymator ilorazowy yq jest efektywniejszy od S$redniej
y z préby, czyli D2(yg<D2(y), jezeli:

1 V(X)
Pxy>2 V{Y) @)
Oba estymatory sg tak samo efektywne, gdy w (4) znak wiekszosci (>) zastgpimy
przez znak réwnosci (=).

Jesli:

i vm

2 YY) ®

Pxy<

to $rednia z préby y jest efektywniejsza od yq
Uwaga 6.2. W powyzszym twierdzeniu zaktada sie, ze X>0 oraz ¥>0. Te warunki
sg zwykle w praktyce spetnione.

6.5. Z twierdzenia 6.4. wynika, ze informacja o $redniej X w populacji nie zawsze
jest przydatna do konstrukcji estymatora ilorazowego yg Chodzi o to, aby cecha
X byla mozliwie silnie skorelowana z cechg badang Y, co zapewnia spetnienie
nierdwnosci (4). Spetnienie tej nierownosci jest tym tatwiejsze, jezeli V(X) jest mniejszy
od P(¥). Z dwodch informacji dodatkowych, w ktérych cechy sg podobnie
skorelowane z cechg Y nalezy wybra¢ te, dla ktorej V(X) jest mniejsze.

Jesli ma miejsce (4) to zysk na efektywnos$ci w procentach wynosi:

D209 vy P sy ®
(X)
)

6.6.  Wychodzac od estymatora (1) fatwo uzyskujemy estynetor iIorazww yq
wartosc glabalngj ¥ cechy badanej. Mianowicie:

V
1 tak np., gdy v 0,8; p=0,7; to zysk ten wynosi 47%.

y, 0)
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Wiasnosci tego estymatora sg analogiczne do wiasnosci estymatora yg, a jego
wariancje otrzymujemy z (2) lub (2a) mnozac odnosne wzory przez N2
6.7. Inng metodg wykorzystania dodatkowej informacji do budowy efektywniej-

szego estymatora jest wykorzystanie regresji liniowej. Estymatorem  liniowym
regresyjlymy,r sredniej Y jest:

K Xi-x)(y,.-y)
ylr=y +b(X-x), b= « I(x _-)2 ()

Wspétczynnik b w (8) jest zwyktym wepdlczymikiem regresji z préby cechy
Y wzgledem cechy X.

Uwaga 6.3. W wykfadzie 2. Wybrane elementy rachunku prawdopodobienstwa byta
mowa 0 wspOtczynniku regresji drugiego rodzaju, ktéry w przypadku populacji
skonczonej ma postac:

EXAX) (YY)
. ©)

K**-n2
K

6.8.  Twierdzenie. Estymator ylrjest obcigzonym, ale zgodnym estymatorem S$redniej
Y Jezeli préba jest dostatecznie duza, to obcigzenie estymatora mozna pominac.
Wariancja estymatora wynosi w przyblizeniu:

(10

6.9. Wariancje (10) mozemy oszacowac z wstepnej proby «'-elementowej za pomocg
zgodnego estymatora:

(10a)

gdzie s'2 jest wariancjg z wstepnej préby zmiennej losowej u=y—b'x; po fatwych
przeksztatceniach otrzymujemy:

T x1Y(-n'xy)

, (h-1)s;2- n'~50
h-1 (n'-1)72
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Przyktad 6.3. Dla danych z przyktadu 6.2 otrzymujemy $u2= 16, czyli:

16
D2
n
Ta wariancja jest mniejsza niz:
b n 1,99
2(y)- 1 N n
6.10. Estymatory ilorazowe i regresyjne stosujemy, gdy proba jest ,,duza” i wéwczas

MSE( m)=D2 m). Okazuje sie, ze estymator ylr jest efektywniejszy od estymatora yq,
jesli:

V(X)
11
Py V(Y) (1
. : . V(X)
Gdy nie zachodzi (11), czyli pxy V)" to oba estymatory sg tak samo efektywne.

Woéweczas linia regresji drugiego rodzaju cechy Y wzgledem cechy X przechodzi przez
poczatek uktadu.

6.11. Twierdzenie, Estymator regresyjny ylir jest efektywniejszy od S$redniej proby,
przy szacowaniu $redniej ¥ jezeli pxy®0. W przypadku gdy pxy=0; oba estymatory sg
tak samo efektywne (majg takie same wariancje).

6.12. Procentowy zysk na efektywno$ci przy uzyciu ylr zamiast y do szacowania
Sredniej Y wynosi:

D2(y)-D2(ylr)
D2(y)

100 . ioop%s % (12

Tak np. jezeli pxy=0,5 to wariancja D2(y,r) jest o 25% mniejsza od wariancji
Sredniej y z proby. Przy pxy=0,7 wariancja D2(ylr) zmniejsza sie 0 49% w stosunku
do wariancji D2(y).

6.13. Korzystanie z estymatora ilorazowego badz regresyjnego podraza koszt
badania statystycznego: 1) badamy dwie cechy zamiast jednej — co zwieksza koszt
obserwacji i opracowania zebranych informacji; 2) w przypadku estymatora
regresyjnego dochodzi koszt obliczenia wspo6tczynnika regresji b z proby. Poréwnujac
efektywnos¢ tych estymatoréw z efektywnoscig $redniej z préby zaktadalismy te sama
liczebno$¢ proby. Planujac badanie reprezentacyjne nalezy poréwnywacé efektywnosé
estymatoréw, przy tych samych kosztach badania statystycznego. Dopiero woéwczas
mozemy decydowa¢, ktory estymator bedzie w konkretnym badaniu najefektywniejszy.

6.14. W praktyce stosowanie estymatora regresyjnego y,r jest rzadkie. Czesto stosuje
sie natomiast estymator ilorazowy yg
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6.15. Zadania. 1) W gminie znajduje sie N=2500 indywidualnych gospodarstw
rolnych o przecietnej powierzchni gospodarstwa X réwnej 3,2 ha. Jak wielka powinna
by¢ proba, aby szacujac przecietng liczbe Y bydta na gospodarstwo, przy uzyciu
estymatora ilorazowego yq, procentowy biad standardowy szacunku nie przekraczat
5%, jezeli wstepna préba n=50 gospodarstw data wyniki:

50 50 50 50 50
XX,:150; £y, = 110; XX?- 631 )(}/.):422; Xx.y. = 460
i=1 i=1 i=1

i=1

2) Warunki jak wyzej. O ile zwiekszy sie procentowy biad standardowy, gdy
uzyjemy estymatora prostego y (pomijamy informacje o cesze JT)?
3) Dane jak w zadaniu 1). O ile zmniejszy sie procentowy btgd standardowy przy

tej samej wielkosci proby, gdy zastosujemy do szacowania Yestymator regresyjny vy,?

6.16. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R Zasepa [18] str. 76-98, 106—111, J. Steczkowski [14] str.
148—58, Cz. Bracha [1]. str. 30—39.

Wyktad 7. Przypomnienie wazniejszych pojec,
problemow i technik omowionych
w poprzednich wyktadach

7.1. W wykladach analizujemy pewng technike czesciowego badania statystycznego
zwana badaniem metoda reprezentacyjng albo krétko — badaniem rqorezertaMWn
W badaniu reprezentacyjnym wybér préby jest wyborem losowym, generowanym
przez statystyka. Postugujac sie aparatem rachunku prawdopodobienistwa oraz
statystyki matematycznej mozemy analizowa¢ r6zne wzorce prébkowania pod
wzgledem ich efektywnosci, a wiec wnioskowaé, ktory schemat losowania préby jest
w danych warunkach najkorzystniejszy. Tej zalety nie posiada zadna inna metoda
badania czesciowego ani tzw. wybér celowy, ani wybor kwotowy badz inna metoda
wyboru préby niz wybor losowy.

7.2. Zbiorowos¢ statystycznag, bedacg przedmiotem badania nazywamy populacja
generalng lub wprost: gpjagq W naszych rozwazaniach zaktadamy, ze badana
populacja jest SKO'CZONg, a jej elementy, czyli jednostki bedania mozna uporzadkowaé
w skonczony ciag; w wiekszosci przypadkéw w praktyce takie uporzadkowanie jest
bardzo pracochtonne i nie zawsze konieczne, ale wazne jest, ze jest teoretycznie
mozliwe. Jedli populacja generalna obejmuje N elementéw, to w przyjetym
uporzadkowaniu kazdy element populacji ma okre$lony numer k; k=1, 2, ..., N. Dwa
rézne elementy populacji majg rézne numery kt, k2, kxcdhk2 Zatem numer K jest
identyfikatoremjednostki badania.
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7.3. Jednostki badanej populacji réznig sie pomiedzy sobag wartosciami pewnych
cech mierzalnych badz posiadaniem okre$lonego wariantu cechy niemierzalnej. Celem
badania statystycznego jest okres$lenie wartosci parametréw populacji, bedacych
liczcbowym opisem rozktadéw badanych cech oraz zwigzkdw miedzy nimi. Badane
parametry najczesciej sa publikowane w postaci tablic statystycznych zwanych tez
podstawowymi tablicami badania statystycznego.

7.4. Cechy oznaczamy duzymi koncowymi literami alfabetu: X, Y, Z, U, W ..
Warto$¢ cechy X do k-tego elementu populacji generalnej oznaczamy symbolem Xk
przyjmujac, ze Xk jest wartoscig cechy mierzalnej; natomiast Xk=1, gdy chodzi
o ceche niemierzalng i k-ty element populacji posiada wyr6zniony wariant tej cechy,
za$ Xk=0. gdy posiada inny wariant cechy. Jednostke populacji, posiadajaca
wyrédzniony wariant cechy niemierzalnej, nazywamy tez jednostkg wyrézniona.

7.5. Przyktady parametrow populacji:

a) wartos¢ globalna X cechy mierzalnej X =X k+ X2+ .. + XS,
b) liczba N'=NP jednostek wyrdznionych,

c) warto$¢ Srednia cechy mierzalnej X =1/N(Xk+ X2+ .. + XN,
d) frakcja P jednostek wyréznionych,

e) iloraz R wartosci globalnych cech X i K R=Y:X.

Ponadto, analizujgc rozktady cech oraz precyzje wynikdw badania reprezentacyj-
nego bardzo wazna role odgrywaja parametry:
f) wariancja cechy (er2 lub S2),

g) odchylenie standardowe (a lub S),

h) wspdtczynnik zmiennosci j F=— badz V=

i) wspotczynnik korelacji pxy cech X i ¥,

7.6. Rozwazajac mozliwosci losowego wyboru préby, tj. czesci badanej populacji
(pewne elementy populacji moga byé w prébie powtdrzone wielokrotnie!) dochodzimy
do pojecia zbioru S PrOD oraz pojecia Wzorca (planu) probkonania losonego. Dla
kazdej proby seS wzorzec okre$la prawdopodobieAstwo p(s)>0 jej wyboru. Jesli
p(s)=0, to préby s nigdy nie wylosujemy, przy danym wzorcu prébkowania. Jesli
p(s)>0, to przy bardzo duzej liczbie niezaleznych, realizacji wzorca préba s bedzie
wylosowana w okoto 100 p(s)% przypadkéw. Formalnie, wzorzec prébkowania jest
funkcjg prandopodobierstwa okreslona na zbiorze S préb.

7.7. Przy danym wzorcu prébkowania mechanizm losowy, polegajacy na kolejnym
wyborze do proby jednostek populacji badz jej zespotdw nazywamy
losonania. Wybierane kolejno jednostki (badZ zespoty jednostek) do préby nazywamy
jednostkami losowenia (JL). Kazda jednostka badania (element populacji) powinna
naleze¢ doktadnie do jednej JL.

7.8. Losowanie préby prowadzi sie na dokumentach, okreslajgcych JL wraz z ich
identyfikatorami (cechami adresowymi). Dokumenty te zwane Operatem losonenia
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moga mie¢ forme wykazdéw, kartotek, map z granicami JL itp. W operacie losowania
JL muszg by¢ uporzadkowane w ciag, czyli kazda jednostka losowania musi posiadac¢
okreslony numer w tym ciggu. Operat losowania powinien by¢é kompletny i aktualny,
to jest nie powinno w nim by¢ pominie¢ ani wielokrotnego ujecia tej samej jednostki
badania lub obejmowania jednostek nie wchodzacych w sktad badanej populacji.
Niekompletnos¢ badz nieaktualno$¢ operatu losowania jest przyczyng nielosowych
btedéw pokrycia.

7.9. Losowanie préby moze by¢ jednostopniowe albo wielostopniowe. W przypadku
losowania dwustopniowego najpierw konstruujemy zespoly jednostek populacji,
stanowigce jednostki losowania pierwszego stopnia (JLPS). Korzystajgc z odpowied-
niego operatu losowania losujemy prébe | stopnia. Wylosowane do préby JLPS
dzielimy na mniejsze jednostki losowania drugiego stopnia (JLDS). Konstruujemy
wiec nowy operat losowania ograniczony do préby | stopnia. Proba wylosowanych
JLDS stanowi prébe ostateczng. Wchodzg do niej te jednostki populacji, ktére naleza
do wylosowanej proby Il stopnia. Schemat losowania nazywamy woéwczas dwustop-
niowym. Postepowanie analogiczne do podziatu JLPS, ale odnoszace sie do JLDS
pozwala na losowanie trojstopniowe itd.

7.10. Prébe mozna losowac z catej populacji lub z poszczegdlnych warstw. Warstwy
stanowia roziaczne czesci populacji, ale w sumie jg pokrywajace, np. dla catego kraju
warstwami moga by¢ wojewodztwa, ewentualnie osobne warstwy mogg stanowic
obszary miast oraz obszary wsi wojewodztwa. Warstwy stanowig czesto tzw. dziedziny
studidw, czyli domeny. Z reguty domenami sa miasta (wsie) wojewddztw. W przypad-
ku schematu losowania warstwowego (jednostopniowego) musimy postugiwaé sie
warstwowymi operatami losowania.

7.11. Jednostki losowania moga by¢ wybierane do proby z jednakowymi badz-
z réznymi prawdopodobienstwami wyboru, ze zwracaniem badZz tez bez zwracania.
Technike losowania oméwiono szczegétowo w wyktadzie 3, wraz z przyktadami
praktycznymi.

7.12. Uzyskane z proby informacje nalezy odpowiednio przetworzyé¢, aby uzyskac
ocene t danego parametru T populacji. Dowolng funkcje wynikéw z préby nazywamy
statystyka. Statystyke stosowana do szacowania warto$ci parametru T nazywamy
estymatorem tego parametru. Z natury losowego wyboru proby wynika, ze estymator
danego parametru jest zmienna losowg. W przypadku duzych prob, z jakimi
przewaznie mamy do czynienia w praktyce, rozktad estymatora mozna dobrze
aproksymowa¢ za pomocg rozkladu normalnego o tych samych momentach
pierwszego i drugiego rzedu.

7.13. Dyspersje estymatora t mozemy mierzy¢ wartoscig S$redniego bledu kwa-
dratowego MSE(t) =B2(t)+D2(t), przy czym B(t)=E(t)—T jest obcigzeniem es-
tymatora parametru T a D2(tf) wariancjg estymatora. Je$li estymator t jest
nieobcigzony, czyli B(t) =0, wéwczas MSE(t) = D2(t).

7.14. W praktyce postugujemy sie estymatorami zgodnymi nieobcigzonymi badz
takimi, ze przy duzej liczebnosci préby obcigzenie estymatora jest wzglednie mate,
a ich wariancja D2(t) zmierza do zera, gdy liczebnos¢ préby wzrasta nieograniczenie.
Wobec tego, przy duzych prdbach, stosowane estymatory zgodne obcigzone mozemy
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uwaza¢ za praktycznie nieobcigzone, czyli MSE(t)«D 2(t), natomiast y'MSE(t) = D(t)
— odchyleniowi standardowemu estymatora t parametru T.

7.15. Ocena parametru T jest uzyskang dla proby wartoscig estymatora t. Nie
mozemy okreslic wielkosci btedu popetnianego, przyjmujac ocene za warto$é
parametru. Gdybysmy wylosowali inng probe ocena wypadtaby najprawdopodobniej
inna, jako druga realizacja zmiennej losowej f. Mozemy natomiast w okre$lony
sposob scharakteryzowaé dobro¢ oceny, szacujac wariancje D2(t) zgodnego estymatora
t parametru T. Precyzje szacunku okreslamy wartoscig odchylenia standardowego D(t)
zwanego btedem standardowym szacunku lub bledem s$rednim albo — wyrazajac ten
btad w jednostkach wartosci oczekiwanej estymatora E(t) — wartoscig wspétczynnika
zmiennosci V(t) = D(t):E(t), zwanego takze wzglednym btedem standardowym szacunku.
Zwykle, mnozac te warto$¢ przez 100 otrzymujemy procentowy biad standardowy
szacunku.

Uwaga 7.1. Precyzjg szacunku mierzymy wptyw czynnikéw losowych na ewentualny
btad oceny, natomiast nie jest brany pod uwage wptyw bledéw nielosowych na wynik
oceny. Na doktadno$¢ szacunku sktadaja sie bledy nielosowe wraz z btedem losowym.

7.16. Gdy pr6ba jest odpowiednio duza takze rozkitad estymatora t parametru
T mozna aproksymowac¢ rozktadem normalnym, przy czym t jest estymatorem
nieobcigzonym parametru T, zachowanie sie ocen szacujgcych ten parametr jest
nastepujace:

a) w okoto 38 probach na 100 bezwzgledny btad oceny nie przekroczy 0,5 D(t),
b) w okoto 68 probach na 100 bezwzgledny btad oceny nie przekroczy Dt),

c) w okoto 87 prébach na 100 bezwzgledny btad oceny nie przekroczy 15 D(t),
d) w okoto 954 prébach na 1000 bezwzgledny btad oceny nie przekroczy 2 Dr),
e) w okoto 997 prébach na 1000 bezwzgledny btad oceny nie przekroczy 3 Dft).

Uwaga 7.2. Nie ma naukowo jednoznacznej reguty, kiedy proba jest wystarczajgco
duza, aby mozna byto rozkiad estymatora traktowac jako w przyblizeniu normalny,
gdyz zalezny jest od rodzaju parametru i rozkfadu cech w populacji generalnej.
Zwykle probe ponizej 25 jednostek losowania (JL) uznaje sie za ,malg prébe”,
natomiast powyzej 100JL — jako ,duza probe”. W przypadku losowania wielo-
stopniowego chodzi o JLPS, a dla domeny — o JLPS z nig zwigzane.

7.17. W praktyce na ogo6t przyjmuje sie, ze 2 D(t) jest ,,maksymalnym” btedem oceny
Z proby. Jest to konwencja dopuszczajgca ryzyko 46 szans na 1000, ze nastapi jeszcze
wiekszy biad oceny. Liczbe «=46:1000= 0,046 nazywamy wspo6tczynnikiem ufnosci,
a przedziat [f—2 D(r), r+ 2 D(t)]—95,4% przedzialem ufnosci dla T. Zauwazmy, ze
w praktyce nie znamy doktadnej wartosci odchylenia standardowego £>(r),. ktére
w okres$lony spos6b szacujemy z préby, obliczajgc diugos¢ potprzedziatu ufnosci
»2 D(t)'\ Dla konkretnej préby faktyczny btad oceny t bedzie przewaznie znacznie
mniejszy niz 2 D(t), co ilustruje przyktad 4.4, podany w konspekcie wyktadu 4 (w
ktérym w miejsce D(t) operuje sie procentowym btedem standardowym szacunku V(f).

7.18. W wyktadach 5 i 6 przeanalizowany zostat schemat losowania prostego, przy
czym z uwagi na wiekszg efektywno$¢ ograniczono sie¢ do losowania prostego bez
zwracania (Ipbz). Dla realizacji losowania prostego niezbedny jest operat losowania,
w ktorym wszystkie jednostki populacji generalnej zostaty uporzadkowane i dla
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kazdej z nich podane zostaty cechy adresowe, umozliwiajgce identyfikacje poszczegol-
nych jednostek badania.

7.19. W Ipbz kazda jednostka badania (bedagca JL) ma takg samg szanse
wylosowania do préby, przy czym moze by¢é do niej wylosowana tylko jeden raz.
Zaktadamy, ze liczebno$¢ populacji wynosi N jednostek, a do -préby losujemy
n jednostek. Jednostka o numerze k, \aZk"N, ma prawdopodobienstwo jej
wylosowania do proby P(k)«n.N.

7.20. W celu oszacowania S$redniej wartosci Y cechy K o ile nie dysponujemy
zadnymi informacjami dodatkowymi, za estymator przyjmujemy S$rednig y z proéby:

y=i By @

Przez y-, I<iXn, rozumiemy warto$¢ cechy Ydla elementu populacji wylosowanego

za i-tym razem.
Btad standardowy estymatora y, />>) wynosi (y jest nieobcigzonym estymatorem
Sredniej Y):

gdzie:
S=ys2 oraz S2 N- 1 I(M-Y)2 ©)

oznaczajg odpowiednio odchylenie standardowe oraz wariancje cechy ¥Yw nr populacji.
7.21. Ze wzoru (2) wynika, ze btad standardowy estymatora $redniej Yjest wprost

proporcjonalny do odchylenia standardowego S cechy Y Przy danych N i n wraz ze

wzrostem S wzrasta proporcjonalnie D(y). Wystepujacy we wzorze (2) czynnik

/1 —Njest bliski 1, o ile tylko proba nie obejmuje wiecej niz 5% populacji generalnej.

Btad standardowy przy danym S jest wowczas odwrotnie proporcjonainy do ~ n. Jeli
np. prébe zmniejszymy czterokrotnie, to btagd standardowy D(y) wzro$nie dwukrotnie.
Zauwazmy, ze w omawianym przypadku (n”0,05N) wielko$¢ populacji (N) nie
wplywa na biagd standardowy D(y), scislej: wplywa tak nieznacznie, ze ten wplyw
mozemy uznac za nie istniejgcy. Natomiast, przy prébach obejmujacych znaczng czesé

populacji, np. co najmniej 20%, czynnik Ill maleje w sposOb znaczacy,

w poréwnaniu z jedno$cig. Dla przykfadu, jesli n—0,2 (V, to 1——=0,89. a dla

proby 50% rowna sie 0,71; btad standardowy D(y) zmniejsza sie jeszcze bardziej niz
odwrotnie proporcjonalnie do wzrostu v/n.
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7.22. Planujagc badanie reprezentacyjne chcemy je ograniczy¢ do jak najmniejszej
proby, ale gwarantujagcej — z nieznacznym ryzykiem — nieprzekroczenie zatozonej
maksymalnej wielkosci d btedu przy ocenie ¥ Przyjmujac ryzyko 5%, odpowiadajgce
przyréwnaniu d do 2 D(y), préba powinna obja¢ co najmniej n elementow:

@

Do zastosowania wzoru (4) niezbedna jest wielkos¢ S2. W praktyce sprowadza sie
to do oceny wariancji S2 badanej cechy Y. Mozemy tego dokonaé, opierajac sie na
danych wstepnej proby, zawierajacej okoto 50 jednostek badania n'=50. Gdy badanie
wstepne odpowiednio szybko nie moze byé przeprowadzone nalezy ocene S2 oprzeé
na danych z przesztosci, a gdy takie nie istniejg badz obawiamy sie wiekszych zmian
w dyspersji cechy pozostaje mniej doktadna ocena oparta na wzorze:

©

gdzie: Y, Ym,, oznaczajg odpowiednio przypuszczalng najwieksza i najmniejsza
warto$¢ badanej cechy. W przypadku gdy rozktad cechy Yjest podobny do rozktadu
normalnego, w mianowniku (5) zamiast ,16” nalezatoby przyja¢ ,,36”; gdy rozktad
cechy Yjest podobny do symetrycznego rozktadu trojkatnego mianownik wzoru (5)
mozna zastapic¢ liczbg ,,24”; gdy przypuszczamy, ze rozktad cechy Yjest zblizony do
rozktadu jednostajnego nalezatoby przyjaé w mianowniku (5) ,,12” zamiast ,,16”.
7.23. Jedli dysponujemy informacjg dodatkowg o wartosci $redniej X dodatkowej

cechy mierzalnej X mozemy te informacje wykorzysta¢, stosujagc estymator ilorazowy
yq badz estymator regresyjny ylr. Estymator ilorazowy $redniej ¥ definiujemy, jako:

Jest to estymator obcigzony, zgodny. Jesli préba jest tak duza, ze wspoétczynnik
zmiennosci E(3¢)"0,05, czyli wzgledny btad standardowy szacunku $redniej X z préby
K(x)= D(x): X <0,05, wowczas obciazenie estymatora yqgjest mate i mozna je poming¢
oraz:

Sj +S2-2 p xyRSxSy

{_

Y 1
gdzie: R=—,p = Z'N':'I')"S'“;S'yir%l (Xk—X) (Yk—Y)

p jest wspdtczynnikiem korelacji cech X i Y w populacji generalnej.
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Z poréwnania (7) i (2) wynika twierdzenie: jesli pr>-1 VX) jest

wspoétczynnikiem zmiennosci cechy X, V(Y) — cechy Y w populacji generalnej,
V(X)=Sx:X, K(y)=S"y:?), to D2(yg<D2(y).

Zatem, przy wysokiej korelacji cechy dodatkowej z cechg badang estymator ilorazowy

jest efektywniejszy od $redniej z préby. Jezeli jednak korelacja tych cech jest tak mata,
1 V(X

ze PXY< - y’(y)y ®e<’a z Pfoby Y jest efektywniejsza 00 estymatora ilorazowego YG

7.24. W wyktadzie 6 omowiony zostat estymator regresyjny ylr:

z (X,-X)(y,-y)
yr=y+b(X-x), b=- (8)
I (X,-X)2

ktéry jest obcigzony, zgodny. Przy duzej probie obcigzenie mozna pominagé oraz:

1-PM)S,2
(P ©

Z poréwnania (9) i (2) wynika, ze jesli pxy0, to DZAylh<D2y\ a ponadto
z poréwnania (7) i (9) wynika, ze jesli pxyc V(X):V(Y), to DAyln<D2y4). Gdy pxy=0,
D2yln=D2y), a gdy pxy=V(X)\V(Y) D2ylh=D2yg. Pomimo tych pozytywnych
wiasnosci estymatora  w praktyce jest on rzadko stosowany z uwagi na stosunkowo
skomplikowang posta¢ wspoétczynnika b regresji z proby, ktory wystepuje w esty-
matorze y,r zgodnie ze wzorem (8).

7.25. Jednym z celéw badania reprezentacyjnego jest ocena parametréw w od-
niesieniu do okreslonych czesci populacji, bedacych dziedzinami studiow, czyli
dorerami. Dla przyktadu, badajac indywidualne gospodarstwa rolne, domena moga
by¢ gospodarstwa o najmniejszej powierzchni np. do 2 ha. Szacujagc $rednig liczbe
Y trzody chlewnej w domenie, gdy proba z catej populacji obejmuje n gospodarstw,
natomiast frakcja gospodarstw domeny wynosi PO, dla domeny proba jest okoto nPO-
-elementowa, a wiec znacznie mniejsza niz dla catej badanej populacji. Przyktadowo
préba obejmuje n= 2100 gospodarstw oraz P0=0,3, dad]’TEl’ypréba wynosi n'=630

gospodarstw; pomijajac w (2) czynnik h—— orgz oznaczajac przez St odchylenie

standardowe cechy Y w domenie mamy dla niej:

S S

°(M)*25T Z35 dla G populacj’ DNe=458 (10)
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7.26. Szacowanie wartosci globalnej cechy mierzalnej Y odbywa si¢ za pomocg
estymatora Ny, Nyt badZz Ny,. Postugujac sie pojeciem procentowego biedu
standardowego estymatora otrzymujemy 100K (J/1ly)= 100K(y). Procentowy biad stan-
dardowy estymatora Ny wartosci globalnej ¥ jest taki sam, jak w przypadku
estymatora $redniej F

7.27. Estymatorem wartosci globalnej cechy ¥ dla domeny jest wyrazenie N foy’,
gdzie pO jest frakcja domeny z préby, natomiast y' jest $rednig wartoscig cechy
Yz préby ograniczonej do domeny. Procentowy bigd standardowy estymatora wynosi
w przyblizeniu: .

IOOF (Nfay')x 100 YHun+a-Po) (11)

przy czym V'(Y) oznacza warto$¢ wspdtczynnika zmiennosci cechy ¥Yw domenie, za$
Po — frakcje jednostek, tworzacych domene w populacji. Zwréémy uwage, ze
w przypadku estymatora Ny wartosci globalnej X dla catej populacji:

100K (Ny)= 100 vin (11@)
S*

K(Y)=X,:¥Y [przy tym 100K(JVy)=100V(y)j.

F Y
7.28. Szacujac iloraz [, =—=— przyjmujemy za estymator statystyke r | 2 Jest
to estymator obcigzony, zgodny. Jesli proba jest tak duza, ze V(X)”0,05, obciazenie
estymatora mozna pomina¢, jako nieistotne oraz:

V2(X)+V2(Y)-2pV(X)V(Y)~]

D2(n). 1% H ){

7.29. Nieobcigzonym estymatorem frakcji P jednostek wyréznionych (ze wzgledu
posiadanie okreslonego wariantu cechy Y niemierzalnej) jest frakcja p jednostek
wyroznionych w prébie. Btad standardowy frakcji p wynosi w przyblizeniu:

(12

nP (13)
natomiast procentowy biad standardowy:

100K (p)=100P(iV/p)*100 (14)
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P
Wykazano (zob. pkt 5.10), ze wyrazenie rosnie, gdy P maleje. Dla P=0,1

jest ono réwne 3, natomiast dla P=0,005 wzrasta do 14,11. Szacowanie matych frakcji
wymaga bardzo duzych prob. Jesli np. w populacji N=100000 chcemy oszacowac
frakcje rzedu 0,005 z procentowym btedem standardowym 100Y(p)% 10%, proba
powinna obja¢ okoto n= 16604 elementy populacji.

7.30. Szacowanie liczby N' jednostek wyréznionych (N'=NP) odbywa sie za
pomocg statystyki Np, ktérej btgd standardowy jest N razy wiekszy od prawej strony
wzoru (13), a procentowy bitgd standardowy jest taki sam, jak w przypadku
szacowania frakcji P, okre$lony w przyblizeniu wzorem (14).

7.3L W przypadku szacowania frakcji PO jednostek wyr6znionych w domenie
obejmujacej PO jednostek badania postugujemy sie, jako estymatorem, frakcja
Po z proby w domenie. Procentowy blagd standardowy estymatora wynosi
w przyblizeniu:

100V(p'0)*100 (15)
N  ~fnPo

7.32. Wzory na wariancje badz btad standardowy (procentowy btad standardowy)
estymatora pozwalaja zorientowac sie, jak wielka powinna byé prdéba, aby przy
szacowaniu danego parametru nie pomyli¢ sie wiecej niz o z gory zadang wielkos¢,
przy tym bierze sie pod uwage jedynie tzw. btad losowy, natomiast abstrahuje od
mozliwych btedéw nielosowych. Dotad przeanalizowany zostat jedynie schemat
losowania prostego bez zwracania (Ipbz). W nastepnych wyktadach przeanalizujemy
efektywnos$¢ innych schematéw losowania proby w poréwnaniu z Ipbz.

7.33. Zadania. 1 W miescie zamieszkuje 5426 kobiet. Nalezy oszacowaé liczbe
Y dzieci urodzonych przez te kobiety z préby w Ipbz. Jak wielka powinna by¢ proba,
aby procentowy biad standardowy szacunku wynidst okoto 3%, o ile wstepna préba
n'=50 kobiet data wynik:2

Liczba dzieci urodzonych przez ko-
biete 0 1 2 3 4 5 6

Liczba kobiet...iiieciinene. 5 u 15 flO 5 ~J\ 1

2. Z populacji, obejmujacej N = 20000 jednostek wylosowano (Ipbz) wstepna probe
n'= 60 jednostek, dla ktérych wartosci cech X i ¥ wyniosty, jak nizej:
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i Xi i v i *j i X, M

i 8 7 i6 6 5 31 28 34 46 25 34
2 14 17 17 22 25 32 7 12 47 15 13
3 21 27 18 4 5 33 n 8 48 19 8
4 n 4 19 13 13 34 12 9 49 10 13
5 9 12 20 15 n 35 6 3 50 13 10
6 15 6 2 18 19 36 23 21 51 15 15
7 18 10 22 9 3 37 14 13 52 16 29
8 n 17 23 18 25 38 13 18 53 14 1
9 24 31 24 16 20 39 8 13 4 20 35
10 3 3 25 5 7 40 17 18 55 n 12
n 16 17 26 10 8 41 12 16 56 10 10
12 12 2 27 10 12 42 14 22 57 19 24
13 13 17 28 12 13 43 21 17 58 10 22
14 20 23 29 14 7 44 6 12 59 17 12
15 12 13 30 17 24 45 n 1 60 16 10

(A) Oszacowaé — na podstawie tej proby — minimalng liczebno$¢ proby, tak aby:
a) przy szacowaniu S$redniej X nie pomyli¢ sie wiecej niz o d=05; b) przy
szacowaniu $redniej ¥ nie pomyli¢ sie wiecej niz 6 d=0,7; za estymator $redniej
przyjmujemy S$rednig z proby.

(B) Oszacowa¢ wariancje estymatora ilorazowego yq przy zatozeniu, ze préba
obejmuje n= 1500 jednostek oraz X = 14,5.

(C) Oszacowa¢ wariancje estymatora regresyjnego ylr przy takim samym zatozeniu.

(D) Jaka powinna by¢ minimalna liczebno$¢ proby, aby stosujgc estymator regresyjny
ylr nie pomyli¢ sie przy szacowaniu $redniej Y wiecej niz o d=0,7, jezeli wiadomo,
ze X =145?

Wskazéwki — do zad. 1) — skorzysta¢ ze stwierdzenia 7.26 oraz oceni¢ Y i S2 ze

wstepnej préby;
— do zad. 2) — przyja¢ d=2D() oraz oceni¢ SI,S],pxy z danych
wstepnej proby.

7.34. LITERATURA UZUPEENIAJACA: R Zasepa [18] str. 11—113, [9] str. 7—28, 32—37, 42—44, [20] str.
6—19, J. Steczkowski [14] str. 33—18, 50—54, 5657, 124- 173,

Wyktad 8. Indywidualne losowanie warstwowe

8.1. Przy omawianu schematu losowania prostego bez zwracania (Ipbz) wykazana
zostata mozliwo$¢ polepszenia precyzji szacunku Sredniej ¥ (wartosci globalnej V)
przez wykorzystanie posiadanej dla populacji generalnej informacji o wartosci sredniej
X (wartosci globalnej X) cechy dodatkowej X, skorelowanej z cechg badang Y.
Poprawe precyzji szacunku uzyskujemy konstruujac estymator ilorazowy badz
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regresyjny szacowanego parametru, pod warunkiem ze proba jest dostatecznie duza.
Obecnie przeanalizujemy jeden z mozliwych sposobow podwyzszenia precyzji
szacunku przez zastosowanie bardziej efektywnego schematu losowania proby.

8.2. W przypadku Ipbz kazdy n-elementowy podzbiér jednostek badania ma takie
samo prawdopodobienstwo wylosowania jako préby. Rzecz jasna, pewne «-elemen-
towe czesci populacji beda niereprezentatywne jako proby. Pozadane jest eliminowa-
nie z mozliwosci wyboru jak najwiekszej liczby takich prob. W tym kierunku
prowadzi stosowanie schematu losowania warstwowego.

8.3. Warstwowaniem nazywamy podziat badanej populacji na roztgczne czesci
zwane warstwami. W przypadku losowania warstwowego prébe losujemy niezaleznie
z kazdej warstwy. Operat losowania musi sie wiec skiada¢é z czastkowych
(warstwowych) operatow losowania. Podkreslamy, ze losowanie z warstw nie musi by¢
prowadzone wedtug tego samego schematu losowania. Np. w czesci warstw losowanie
moze by¢ indywidualne, natomiast w innej czesci moze by¢ losowaniem zespotowym
albo losowaniem wielostopniowym. W niniejszym wyktadzie zaktadamy, ze losowanie
proby z kazdej warstwy jest Ipbz. Realizacja losowania proby wymaga woéwczas, aby
w operacie losowania dowolnej warstwy byly wyszczegélnione wszystkie jednostki
badania wchodzace do tej warstwy i aby byty one uporzadkowane w ciag, czyli kazdej
z tych jednostek byl przyporzadkowany numer k zgodnie z tym uporzadkowaniem
oraz cechy adresowe, identyfikujgce odnosng jednostke badania.

8.4. Przyjmujemy oznaczenia: a) populacja generalna obejmuje N jednostek
badania, ktére sg jednostkami losowania (JL), b) populacje podzielono na L warstw,
ktére numerujeml}/ kolejno h=1,2,..., L, c) w /i-tej warstwie znajduje sie N hjednostek
badania, czyli £ Nh=L, d) kazda jednostka badania (JL) nosi pewien numer Kk,

h=1
czyli para (h, k) jest formalnie identyfikatorem danej jednostki badania
w populacji, gdzie IsSh”L, e) wartos¢ cechy Y dla elementu (h, k) oznaczymy Yhk

85. Srednig warto$¢ cechy Y w h-tej warstwie oznaczymy symbolem Yh:

(1)

natomiast wariancje Sly lub SI wyznaczymy z wzoru:

1N _ M1
Si=— badz ri=~ S | (2)
Pch~ Lk=1 lyh

Srednia ¥
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Wk jest frakcjg elementéw ft-tej warstwy.
8.6. Niech yh bedzie $rednig z préby pochodzacej z /i-tej warstwy:

F* E F w w

gdzie nh oznacza liczebno$¢ proby z h-tej warstwy. Mozna wykazaé, ze w klasie
liniowych nieobcigzonych estymatoréw Sredniej F estymatorem o0 najmniejszej

wariancji jest y(w:

L

YWRE O

Estymator ten jest nieobcigzony, a jego wariancja wynosi:
*»,>=i-* (.- "™ f

8.7. Rozdziat proby pomiedzy warstwy jest zalezny od celéw badania reprezentacyj-
nego. Jesli koszty jednostkowe zbierania informacji sa rézne w roznych warstwach
i na catkowity koszt badania sktadajg sie: a) koszt Ka planowania i organizacji
badania wraz z przygotowaniem operatu losowania oraz wylosowaniem proby,
b) koszty jednostkowe Kh zebrania informacji oraz jej opracowania — rézne
w réznych warstwach, to catkowity koszt badania reprezentacyjnego wyniesie:

K =KO0+ Z K hnh @)

*=j
Rozdziat proby miedzy warstwy (n,, n2, .., nL) taki, aby przy catkowitym koszcie

badania K wariancja D2(y(w) byta jak najmniejsza, nazwiemy optymalnym. Optymalny
rozdziat préby otrzymujemy, gdy:

n=t K K—h=12,.,L ®)
*:i

Schemat losowania warstwowego, w ktorym rozdziat proby pomiedzy warstwy
odbywa sie wedtug (8), nazywamy optymalnym schematem losowania warstwowego.
Woweczas:

D@.(yM) - "~ [ L #- ©
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8.8. Rozdziat proby s-elementowej pomiedzy warstwy, nie bioracy pod uwage
kosztow badania, taki, zeby wariancja D2(yM) byta jak najmniejsza uzyskujemy,
przyjmujac:

Nk Sk whs k
L n L

nh-n dlati=1,2,...,1 (10)
IN hS,
*=] h=l
Woéwczas:
lfi/h\l SkV ZiN kSIn
A - 3 -
Q)2 -\ I -SHk) -2 ob

Rozdzielajac n-elementowg prébe miedzy warstwy zgodnie z (10) schemat losowania
warstwowego nazywamy optymalnym schematem Neymana.

8.9. Zgodnie z (5) estymator y(w) wymaga, w przypadku wyzej omoéwionych
sposobéw rozdziatu préby, osobnego opracowania zebranych informacji w kazdej
warstwie, obliczenia S$rednich yh oraz przemnozenia ich przez pewne wagi Wh
i zsumowania. Ponadto, dla zastosowania wzoru (8) albo (10) niezbedna jest
znajomos$¢ przynajmniej przyblizona odchylen standardowych Sh badz réwnowaznie,
wariancji §? cechy ¥ w poszczegblnych warstwach. Jak szacowaé wariancje wiemy
z wyktadu 5 (zob. pkt 5.8). Nalezy jeszcze wzig¢ pod uwage, ze w praktyce szacujemy
bardzo duza liczbe parametrow. Jesli badane cechy sa ze sobg skorelowane wystarczy
wzigé pod uwage kilka cech najwazniejszych i ustalajac dla kazdej z nich wielkos¢
préby z kazdej warstwy te wielkosci usredni¢ badz uwzgledni¢ tylko rozdziat proby
wedtug jednej najwazniejszej cechy, z ktorg najbardziej sg skorelowane pozostate
badane cechy. J. GrEh postulowat, aby ustala¢ liczby nieujemne nun2, .., nL, ktére

minimalizujg sume £ nh, przy warunkach D2(y\%)"d2, dla r= 1,2,..., p (bierzemy pod
-

uwage p cech). Rozwigzanie tego zagadnienia wymaga stosowania tzw. metody
rzutowanego gradientu. Zastosowanie tej metody jest ktopotliwe przy wiekszej liczbie
szacowanych $rednich. W Os$rodku Elektronicznym GUS zostat opracowany w jezyku
Algol program na EMC opisany w [16] na str. 93—101.

8.10. Gdy przypuszczamy, ze odchylenia standardowe Sh w warstwach dla cechy
Y nie roznig sie znacznie miedzy sobg, czyli mozemy przyja¢ Sh= const. dla
h=1,2,..., L wzor (10) upraszcza sie. Rozdziat préby pomiedzy warstwy mozemy
realizowa¢ zgodnie ze wzorem:

nh=nfVh, — =—=const. dla h=1,2,..,L (12)
Nh N

*

czyli, préba z kazdej warstwy powinna obejmowaé taka samag frakcje jednostek
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badania. Np. jesli faczna préba ma obja¢ 5% populacji, to takze w kazdej warstwie
préba jest piecioprocentowa. Stosujac rozdziat proby pomiedzy warstwy zgodnie
z (12) losowanie préby nazywamy schematem proporcjonalnego losowania warst-
wowego. W tym schemacie kazda jednostka badania ma takie samo prawdopodobien-
stwo wylosowania do préby. Woéwczas mowimy, ze proba jest automatycznie
wywazona. Zwréémy uwage, ze w przypadku Ipbz réwniez préba jest automatycznie
wywazona.

tatwo zauwazy¢, ze stosujac schemat proporcjonalnego losowania warstwowego
estymator y( uprosci sie, jako:

ttm
2(*>=- * =
e YT U3
oraz:
/ 2\ 2>°S2 |/ . \S82
Dprop. (y(W) = (14
przy czym Sl
si= 1 w;s? (15)
=1

jest przecietng wariancjg wewngtrzwarstwowa.
8.11. Jesli  wspotczynniki  zmienno$ci  K(yh) cechy Y rdéznig sie w warstwach
nieznacznie, wéwczas optymalny schemat Neymana przybiera postaé:

ny
n,.=-Y dla h=1,2 ..L : (16)

przy czym Yh, Y oznaczajg globalng warto$¢ cechy Y w JHej warstwie oraz,
odpowiednio w catej populacji. Poniewaz wartosci Yh, ¥ nie sg znane w czasie
planowania badania, zamiast cechy Y przyjmujemy pewng ceche dodatkowa,
skorelowang z cechg Y, dla ktorej posiadamy informacje z przesztosci.

Przyktad 8.1. Szacujemy S$rednig ¥ stosujgc indywidualne losowanie warstwowe
z populacji obejmujacej Al=12 tys. jednostek badania. Przeznaczamy na badanie
K =2 miliony zt, przy czym koszty stale przypuszczalnie wyniosg KO0=200 tys. zt.
Populacja zostata podzielona na L=5 warstw. Liczebnosci Nh, oszacowane odchylenia
standardowe cechy L Sh oraz koszty jednostkowe Kh (h=1,2,..., 5) podajemy dalej.
Ustali¢ rozdziat proby pomiedzy warstwy: a) optymalny, b) Neymana, c) propor-
cjonalny.
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h 1 2 3 4 5 Razem

Nh 1000 3000 5000 2000 1000 12000
wk ... 0,0833 0,25 04167 01667  0,0833 1,0000
S,y e 1 15 25 3 2 x
KH ztotych . . . . 200 400 900 1225 1600 x
n'n-n . 0,0833  0,3750 1,0418 0,5001  0,1666 2,1668
1,1780  7,5000 31,2540 17,5035  6,6640 64,0995

sjy/W,, . . .. 0005890 0,018750 0,034727 0,014289 0,004165 x
n~"—opt. 165 527 975 401 117 2185
AhK ,, i 16,66 150,00 937,58 612,63 266,56 1983,43
n, — Neymana . . 76 340 945 454 151 1966
WhK e 16,66 100,00 37503 204,21 133,28 829,18
< — oprop. . . . 181 543 904 362 181 2171

Obliczenia dla optymalnego rozdziatu préby prowadzimy wedtug wzoru (8). lloraz:

K-K,, 180000q=28081
64,0995

Mnozac przez te liczbe dane z wiersza WhSWKH otrzymujemy, ze z pierwszej
warstwy nalezy wylosowac 165 jednostek, z drugli_ej 527 jednostek itd. £aczna proba

wyniesie 2185 jednostek. tatwo sprawdzi¢, ze £ Khnk= 1799725, a wiec miesci sig
»=1
w zatozonych wydatkach na badanie.

W przypadku rozdziatu préby wedtug zasady Neymana nalezy okresli¢ wpierw
wielko$¢ taj proby. OkreSlamy ja pamietajac, ze liczebno$¢ préby z JHej warstwy jest
wprost proporcjonalna do  $*=/1*. Gdyby przyja¢, ze wspotczynnik proporcjonal-

IL h

nosci n £ W, S,= 1 koszt zebrania informacji wyniéstby £ J1 Kn= 1983,43. W rze-
[/ *-1 *=j
czywistosci  powinien on wynies¢ 18 min z, a wiec 198343 2= 1,8 min. Stad
K=907,54, czyli n,=907,5 A,,, Wowczas z pierwszej warstwy nalezy wylosowac 76
jednostek badania, z drugiej 340 jednostek itd. £gczna proba wyniesie 1966 jednostek,
b
a *£ 'Khnh= 1799450 zk.
=i
Stosujac proporcjonalny rozdziat préby wedtug wzoru (12) nalezy réwniez ustali¢
n", zgodnie z warunkami kosztéw. Gdyby przyja¢ wielkos¢ proby z Jttej warstwy

v b
réwna koszt zebrania materiatow wynidstby £ WhKk=829,18. Aby otrzymac
*:i

® A £ A =9075 m21668= 1966 jest wielkoscig préby n'.
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koszt okoto 1,8 min zt, liczebno$¢ proby nalezy odpowiednio powiekszy¢, zgodnie
z formukg 829,18 z'= 1800000. Otrzymujemy A'= 2170,8, czyli wielko$¢ proby tacznej
zaokraglona do liczby catkowitej wynosi n"=2171 jednostek badania. Liczebnos¢
préb z poszczego6lnych warstw otrzymujemy mnozac Wh przez n". Z pierwszej warstwy
nalezy wodwczas wylosowaé 181 jednostek badania, z drugiej 543 jednostki itd.
L

£ K,, nE= 1800050 zk.
-k:i

Obliczmy, jak bedg sie r6zni¢ wariancje estymatora y(w $redniej w kazdym z trzech
wymienionych schematow rozdziatlu préby miedzy warstwy. Stosujac rozdziat
optymalny, uwzgledniajacy koszty, otrzymujemy zgodnie ze wzorem (9):

[ kS e -
DZ, = Taoo000 0 H 0999021550 >:0837=0,001859

Dap. 0>(w) = 0,0431

Stosujac optymalny rozdziatl préby miedzy warstwy Neymana, zgodnie z (11), po
wigczeniu czynnika statego YN do wyrazéw w nawiasie kwadratowym, otrzymujemy:

1/ 5 Y |5 1 1
DLV, =- YX T - V whSB=— (2,1668)2------------- 5,0837 = 0,001964
eyUV>" n'V»=, / 1966 12000

DKeym.(v{,.}) = 0,0443

Natomiast proporcjonalny rozdziat préby miedzy warstwy daje zgodnie z (14):

, ( 2171\ 50837
DU-W =[I~]y(Qo0d7Y T =0*°1918" W =00438

Z poréwnania btedow standardowych wynika, ze réznice w wielkosci btedu
standardowego wypadly w niniejszym przyktadzie stosunkowo mate. Nie jest to
jednak reguta.

Uwaga 8.1. Jak nalezato sie spodziewac, najmniejszy biad standardowy szacunku
uzyskujemy, stosujgc optymalny rozdziat préby miedzy warstwy, uwzgledniajacy
réznice w kosztach jednostkowych Kh zebrania materiatu. Nie powinien budzi¢
zdziwienia fakt, ze D$,,m(yW)> D "p.(yW)j. Zaleznos¢ D leym(y(w)<D @rop.(ylw) wy-
stepuje, gdy liczebno$¢ proby jest taka sama. Przyjmujac n"= 1966 otrzymamy
DBRoP.(y,,,») = 0,002162 oraz Dpr,p,(y(w)= 0,04650 > DNym(y() = 0,0443. Proporcjonalny
rozdziat préby miedzy warstwy byltby nastepujacy: n, = 164, n2=491, n3= 819,
nd= 328 oraz n5= 164.

8.12. Jak dzieli¢ populacje na warstwy? Zaréwno intuicja, jak i analiza wzoru (6),
podajacego wielkos¢ wariancji D2(y{w) wskazuja, ze nalezy przy tym podziale dazy¢,
aby warstwy byly wewnetrznie jak najbardziej jednorodne, natomiast aby réznity sie
miedzy soba pod wzgledem wartosci $rednich Yh cechy K Do warstwowania populacji
nalezy wykorzysta¢ wszelkie posiadane informacje, np. dane z poprzednich badan
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populacji. Nie wymaga sie zadnej jednolitosci informacji. Jesli brak jest pewnych
informacji dla jakiej$ frakcji populacji mozemy te jednostki wydzieli€ w osobng
warstwe. O ile to mozliwe — ze wzgledu na koszty operatu losowania — nalezy
wydziela¢ w osobne warstwy czesci populacji, stanowigce domeny (dziedziny studidw).
Jezeli dla celéw warstwowania mozna wykorzysta¢ dane dotyczace réznych cech,
nalezy preferowac cechy miedzy sobg mato skorelowane, natomiast silnie skorelowane
z cechami badanymi. Jes$li mozemy wykorzysta¢ informacje o dwdch cechach: jednej
mierzalnej, a drugiej niemierzalnej, nalezy za ceche warstwujacg przyjaé ceche
niemierzalng. Informacje o cesze mierzalnej nalezy wykorzysta¢ badz do glebszego
powarstwowania, badZ przy konstrukcji efektywniejszego estymatora, np. stosujac
estymator ilorazowy zamiast estymatora prostego.

Dzielagc populacje na warstwy nalezy mie¢ na uwadze, ze losowanie préby
z warstwy wymaga odpowiedniego operatu losowania. Koszt przygotowania takiego
operatu wzro$nie z liczbg warstw, a wiec zbyt duza liczba warstw moze by¢
w praktyce niepozadana. Ponadto, warstwy powinny by¢ dostatecznie duze, zeby
préba z kazdej z nich obejmowata co najmniej 2 jednostki badania. Stosujgc
losowanie proporcjonalne nalezy dazy¢, aby w prébie warstwy miaty liczebnosci nh
doktadnie réwne n Wh, szczego6lnie dla stosunkowo matych warstw, gdyz w przypadku
zaokraglen proba nie jest dobrze wywazona.

Przyktad 8.2. Planujac reprezentacyjny spis rolny przeprowadzony w czerwcu 1989 r.
wzieto pod uwage postulat, ze domenami bedg gminy, dla ktorych jest potrzebna
informacja o zasiewach i zwierzetach w indywidualnych gospodarstwach rolnych.
Zatem gminy stanowily warstwy. Wobec posiadania informacji o powierzchni
gospodarstw w 1987 r. dla kazdego gospodarstwa rolnego w rejestrze komputerowym,
postanowiono wykorzysta¢ dane o powierzchni ogolnej gospodarstwa dla ustawienia
indywidualnych gospodarstw gminy w cigg o malejacej powierzchni (od gospodarstw
najwiekszych do najmniejszych) i utworzenia z kolejnych 40 gospodarstw warstw.
Z kazdej warstwy losowano do proby 2 gospodarstwa, czyli préba warstwowa
losowana proporcjonalnie objeta 5% gospodarstw. Informacje adresowe wylosowa-
nych gospodarstw zostaty przekazane rachmistrzom spisowym.

Poniewaz gospodarstwa o podobnej powierzchni mniej sie miedzy sobg roznig niz
gospodarstwa o odmiennej powierzchni ogélnej, mozna sie spodziewaé, ze dokonana
stratyfikacja jest wkasciwa dla oszacowania powierzchni zasiew6w, natomiast moze nie
by¢ taka przy szacowaniu pogtowia zwierzat gospodarskich. Dlatego stosowano
ztozone estymatory (estymatory ilorazowe), wykorzystujace informacje ze spisu
1988 r.

8.13. Podobnie, jak w przypadku Ipbz takze w losowaniu warstwowym
wykorzystanie pomocniczej informacji moze powodowaé wzrost efektywnosci es-
tymatora. Pomijajac estymator regresyjny opiszemy spos6b zastosowania estymacji
ilorazowej.

Jezeli posiadamy informacje o wartosci $redniej cechy dodatkowej X dla kazdej
z L warstw, na ktore zostata podzielona badana populacja, czyli znamy Xh dla
h=1,2,.., Loraz cecha X, jak sie spodziewamy, jest skorelowana z badang cechg Y,
mozemy skonstruowaé dwa rodzaje estymatorow Sredniej Y:
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1) konstruujac rozdzielonyl) estymator ilorazowy ygw

YH

"«(w) = | "

2) konstruujac taczny3) estymator ilorazowy y'qw

VT « (18)

1. W k*k

h=l
Obydwa estymatory sg estymatorami obcigzonymi, zgodnymi parametru P Jesli
préba obejmuje stosunkowo duzo jednostek badania z kazdej warstwy, powiedzmy 50
lub wiecej, obcigzenie estymatora ygw jest praktycznie bez znaczenia i mozna je
pomingé. Wariancja estymatora D2{y"w) wynosi w przyblizeniu:

Rh $hx + Sjy — 2phxy Rh Shx S)

D2(yq,«))' "

gdzie: Rh=r=-, Phe= 5;("M-T*)(YM-) (20)
(Nh-1)S hxShyi

Jesli natomiast z poszczeg6lnych warstw losujemy do proby po kilkanascie
elementéw, obcigzenie estymatora yqw) moze by¢ istotne i wowczas nalezy raczej
skorzysta¢ z estymatora yg\W-

Jezeli proba n jest dostatecznie duza, obcigzenie tgcznego estymatora ilorazowego
mozemy uzna¢ za praktycznie réwne zeru.
Wowczas:

7
dzie: R=-=
g N

8.14. Doswiadczenie wskazuje, ze prawe strony (19) i (21) na ogét mato sie miedzy
sobg roznig. Dlatego najczesciej stosuje sie tgczny estymator ilorazowy yoWw- Jesli Rh

‘) Ten termin uwazam za lepiej oddajacy idee estymatora niz dotagd uzyty w moich opracowaniach termin
estymator ilorazowy prosty”.
2) Dawniej nazywatem go terminem estymator ,ilorazowy ztozony”.
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réznig sie znacznie miedzy sobg oraz préba z kazdej warstwy jest stosunkowo duza,
nalezy stosowa¢ rozdzielony estymator ilorazowy ygWw).

8.15. Kiedy teoretycznie mozliwy i efektywny podzial populacji na warstwy,
o znanych liczebnosciach, nie moze by¢ zrealizowany z powodu zbyt wysokich
kosztéw sporzadzenia operatu losowania i w rezultacie stosujemy nieograniczony
schemat Ipbz, podziat populacji na warstwy moze by¢ wykonany na wylosowanej
probie. Takie postepowanie, tj. warstwowanie po wylosowaniu proby nazywamy
poststratyfikacja.

Przypusémy, ze szacujemy S$redniag Y i elementy proby podzielilismy na G warstw,
dla ktorych znamy liczebnosci w (populacji generalnej) Nh, /1= 1, 2,..., G, a wiec takze
frakcje Wh=Nh/N. Estymatorem $redniej ¥ niech bedzie:

G

‘= (22)
y hzlwkn

Formalnie y' jest identyczny z y(w), lecz proba jest obecnie losowana, zgodnie z Ipbz,
z catej populacji. Okazuje sie, ze gdy przecietna liczebnos¢ h=n/G proby z warstwy
bedzie dostatecznie duza, np. wieksza od 20, to wariancja D2(y') bedzie nieznacznie
(mniej niz o 5%) przewyzsza¢ wariancje Tsrop.(y(W), w przypadku proporcjonalnego
losowania warstwowego (a wiec warstwowania przed losowaniem proby).

Poststratyfikacje nalezatoby stosowa szczegdlnie w przypadku badan reprezen-
tacyjnych, towarzyszacych badaniom spisowym, jak np. przy szacowaniu parametréw
badania kobiet w NSP 1988 r. Wylosowana proba okoto 100 tys. kobiet, kiedy
warstwami byly wojewddztwa w podziale na miasta i wies, moze by¢é dodatkowo
powarstwowana i o ile zabezpieczone beda potrzebne informacje ze spisu petnego,
dotyczace liczebnosci podwarstw mierzonej liczbg kobiet objetych badaniem
dzietnosci, mozna bedzie uzyskaé bardziej precyzyjne szacunki niz bez uwzglednienia
tej dodatkowej poststratyfikacji.

W praktyce miedzynarodowej dos¢ czesto stosuje sie odpowiednig poststratyfikacje
w badaniach metoda reprezentacyjna.

8.16. Planujac badania reprezentacyjne chcielibySmy wiedzie¢, jak wielkg probe
(n="?) nalezy przyja¢, aby z pewnym ryzykiem btgd oceny nie przekraczat wielkosci d.
Przyjmujac ryzyko bliskie 0,046 nalezy wowczas przyréwna¢ 2Dy do d.
Otrzymujemy:

wisl
I

h—I

n (23)

» .
oo iw hs?
4 +Ny-1
Zaleznie od tego, jaki przyjmujemy schemat rozdziatu populacji miedzy préby

(wzory: 8, 10, 12, 16), podstawiamy w (23) odpowiednie wartosci, jako wh Dla

przyktadu w przypadku losowania proporcjonalnego (12) mamy wh= Wh oraz:
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I %s
h=1 24)

d2 i
e Y w,si
4  ATut,

Stosujagc optymalny rozdziat préby miedzy warstwy, uwzgledniajacy rozne koszty
zbierania informacji dla warstw (wzdér 8), ilorazy Wh nie zmieniaja sie ze zmianami n.
Mozna wiec dla dowolnie ustalonego tgcznego kosztu K badania obliczy¢ nh wedtug
(8) oraz stad otrzymaé wh, ktére nalezy podstawi¢ do prawej strony (23). Uzyskang
wartos$¢ n nalezy przemnozy¢ przelz_ kolejne wHh=1, 2.....h) i otrzyma¢ nH Stad tatwo

obliczy¢ koszt badania K—KO0= Y  nh. Moze si¢ okazaC, ze taczny koszt badania
ii=i
przekroczy koszty przeznaczone na to badanie. Woéweczas istniejg dwie mozliwosci:
a) zmniejszy¢ wymagania co do precyzji szacunkoéw, aby zmiesci¢ sie w dostepnych
funduszach na badanie badz b) zada¢ podwyzszenia tych funduszéw. Jesli zadna
z tych mozliwosci nie moze by¢ spelniona, nalezy zrezygnowa¢ z badania
reprezentacyjnego. Przed tym jednak trzeba dobrze przeanalizowa¢ zadanie co do
»maksymalnego btedu szacunku d".

8.17. W niniejszym wyktadzie omoéwione zostato zagadnienie szacowania $redniej
Y cechy mierzalnej ¥ w przypadku losowania warstwowego. Poniewaz warto$¢
globalna Y=/7Y, wnioski tatwo transponowac na przypadek szacowania tej wartosci.
Np. prostym estymatorem dla tego parametru jest yH= \>K), a btad standardowy
estymatora y(w), D(yM)=NDy(,,,.

Przypadek szacowania frakcji P elementdw wyréznionych sprowadza sie do
przypadku szacowania $redniej ¥ przy zatozeniu, ze cecha Y moze przyja¢ wartos¢ 1,
gdy dany element jest wyrdzniony, natomiast O, gdy jest przeciwnie. Zatem,

L

analogicznie do (5) p(= Y Whp,, gdzie ph jest frakcja elementéw wyrdznionych
t=i

w préobie z i-tej warstwy, p(,, jest nieobcigzonym estymatorem frakcji P. W dalszych
wzorach nalezy pamieta¢, ze — o ile NW(Nh—21)a; 1, SI nalezy zastapi¢ iloczynem
PhQh- Np. stosujgc losowanie proporcjonalne z (14) otrzymujemy:

/' X1 whPkQb
(29)

Jezeli naszym zadaniem jest szacowanie liczby NP jednostek wyrdznionych,
w populacji, za estymator mozemy przyja¢ Npiw).

Uwaga 82. We wzorach (23)—(25) figurujg wartosci parametrow Sjj, Ph, Qh.
W praktyce bedg one najczesciej nie znane. WOwczas przyjmujemy w ich miejsce
oceny ze wstepnej préby badz z badan prowadzonych poprzednio.

8.18. Zadania. 1 Planujemy badanie reprezentacyjne, stosujac losowanie
warstwowe préby. Przeznaczamy na badanie K=8 min zt. Koszty state oceniamy
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K,,= 500 tys. zt. Szacujemy Srednig warto$¢ Y. Okresli¢ wielko$¢ préby ijej optymalny
podziat miedzy warstwy, jesli koszty jednostkowe Kh, liczebnos¢ Nk oraz oceny
wariancji Si w poszczegblnych warstwach wynosza:

h [ 2 3 4 5 6
K, (tys. 2) ... . 09 16 25 36 4,9 6,4
NK o 1000 3000 5000 4000 3500 1500
S e, 1 2,25 6,25 900 16,00 25,00

Jak wielkg probe mozna by wylosowaé z kazdej warstwy w przypadku zastosowania:
a) optymalnego schematu Neymana,

b) losowania proporcjonalnego?

lle wynosi biad standardowy Sredniej yH) w kazdym z tych schematéw lokalizacji
proby?

2. W celu oceny liczby pewnych wyrobéw sztukowych, znajdujacych sie
w magazynach 25 tys. sklepéw, podzielono sklepy na cztery warstwy w zaleznosci od
liczby tych wyrobéw w magazynach w poprzednim badaniu. Wylosowano prdbe,
stosujagc losowanie warstwowe i uzyskano nastepujace wyniki:

- h i "2 3 4

N,, 20000 3250 1020 730
nh 3050 600 350 250
yh 41 13,0 25,0 38,2
si 34,8 92,2 1742 320,4

Oszacowaé liczbe Y wyrob6éw w magazynach oraz biad standardowy szacunku.
Oceni¢ zysk na odchyleniu standardowym estymatora w stosunku do tak samo duzej
proby, ale wylosowanej wedtug proporcjonalnej lokalizacji proby z warstw.

3. Stosujgc schemat proporcjonalnego losowania warstwowego uzyskano na-
stepujgce dane z 10% proby:

NN 150 250 300 500 400 400
Ph 0,5 08 09 03 0,1 0,05

Oszacowac¢ frakcje P elementdw wyr6znionych oraz btgd standardowy szacunku. O ile
zwiekszy sie ten biad, gdyby takiej samej wielkosci probe losowac nieograniczenie
z catej populacji?

8.19. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R Zasepa [18] str. 120—157, J. Steczkowski [14] str. 174—205.
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Wyktad 9. Zespotowe losowanie
nieograniczone z jednakowymi
prawdopodobienstwami wyboru
oraz losowanie systematyczne

9.1. Dotad omawialiSmy schematy losowania indywidualnego, ktérych realizacja
wymagata posiadania operatu losowania, wyszczegélniajgcego pojedyncze jednostki
badania. Jedli taki operat nie istnieje, jego konstrukcja moze by¢ bardzo kosztowna.
Ponadto, nawet posiadajac indywidualny operat losowania, losowana.z niego préba
— w przypadku badan terenowych — bedzie rozproszona w terenie i zebranie
informacji od jednostek wylosowanych do préby moze by¢ bardzo pracochtonne oraz
wymaga¢ zbyt duzej liczby personelu, jaki nalezatoby zatrudni¢, w celu zebrania
informacji statystycznej w zadanym okresie. Duzym ufatwieniem moze by¢ losowanie
zespotowe, gdy jednostki losowania tworza zespoty jednostek badania.

Przyktad 9.1. W 1982 r. przeprowadzone Reprezentacyjne badanie ludnosci rolniczej
opierato sie na prdébie wylosowanej zespotowo. Zespoty stanowiace JL byly
obwodami spisowymi. W wylosowanym do proby obwodzie spisowym spisywano
ludno$¢ rolniczag w nim zamieszkatg. Proba zawierata 8150 obwodow spisowych.

9.2. Grupowanie jednostek populacji generalnej w zespoty moze by¢ dokonywane
w rézny sposob. Zwykle jest ono w naturalny sposob zwigzane z jednostkami
badania. Np., gdy populacje generalng tworzy ludnos¢, zespotami stanowigcymi
zespotowe jednostki losowania (JL) moga by¢ mieszkania, gospodarstwa domowe,
obwody spisowe, miasta i gminy wiejskie; gdy populacje generalng tworza
indywidualne gospodarstwa rolne zespotowymi JL moga by¢ obwody spisowe,
miejscowosci. Gdy badamy ucznidow zespotowymi JL mogag by¢ szkoly, klasy, jak
réwniez miejscowosci. Badajac zarobki ludnosci, pracujacej zarobkowo, zespotowymi
JL moga by¢ zaktady pracy itd.

9.3. W niniejszym wykfadzie oméwione zostanie zespotowe losowanie nieograniczo-
ne bez zwracania z jednakowymi prawdopodobienstwami wyboru, czyli losowanie
proste zespotdw bez zwracania (Ipzbz). Wowczas operat losowania powinien dla
kazdego zespotu, stanowigcego JL, podawac¢ wiasciwe mu cechy adresowe, a ponadto
numer tego zespotu, zgodnie z przyjetym uporzadkowaniem JL w operacie losowania.

94. W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze elementy populacji zostaty
podzielone na N zespotow. Kazdy zespot posiada okreslony numer k k=1, 2,..., N.
W fc-tej zespotowej JL znajduje sie Mk jednostek badania w okreslony sposéb
uporzadkowanych, czyli identyfikatorem jednostki badania jest para numerow (fc, /)
1=12,.., Mk, dla k=1, 2,..., N. Wartos¢ cechy ¥, dla (k,/)-tej jednostki badania,

oznaczymy jako Ykl. Wartos¢ globalna cechy Y w k-tej JL, Yk= £ Yk (przyjmujemy
i=i

dotychczasowa konwencje, ze w przypadku cechy niemierzalnej Yi=1, gdy (fc,/)-ta

jednostka badania jest wyr6zniona, natomiast YkI—0 w przypadku przeciwnym;
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wowczas Yk jest liczbg jednostek wyrdznionych w fctej JL), wartos¢ globalna cechy
N

Y w populacji Y—£ Yk. Srednig warto$¢ cechy Y wyznaczymy, jako:
k=1

* y
Y=Ne = - Y = - 1)
M o M

Jest to $rednia na jednostke badania (M jest liczebnoscig populacji M= Y MAK).
Sredniag wartocig cechy Y na jednostke losowania Y jest:
*Y 1"
—=—Y X
N NK @)
Wariancja cechy Y, S, wynosi:
SI=S2 ! 2 3
=oc=- I Y(YbI-Y
11=11=i( ) @

Wariancja zespotowa cechy ¥ pomiedzy jednostkami losowania (zespotami):

4

Symbolem M oznaczymy S$rednig liczbe jednostek badania w jednostce losowania:

- M 1 *
M=—=—Y M{
N N , K (5)
Dla préby oznaczamy: n — liczba JL w probie, yt — warto$¢ globalna cechy w i-tej
z kolei wylosowanej JL(i—1,2 , n), m, — liczebno$¢ tej JL (jesli za i-tym razem

wylosowano fctg JL to m, = MK).
9.5. Szacujemy S$rednig Y. Za estymator przyjmujemy Srednig >ld z préby:

S.Vi
yws= 1-1 (6)

Im,
i=1
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Twierdzenie 9.1.
(@) Jezeli jednostki losowania sg jednakowo liczne, tj. Mk=M estymator (6) jest
nieobcigzonym estymatorem S$redniej F, a jego wariancja wynosi:

D2(y(ry=(1 - —)-C -
9/() { N))nMZ 0
n
wowczas w (6) m =M, czyli V T7(=nM
i=1
(b) Jezeli jednostki losowania nie sg jednakowo liczne, to estymator (6) jest
obcigzonym, zgodnym estymatorem S$redniej F. Jezeli n jest dostatecznie duze (tak, ze
F(m)<0,05), obcigzenie estymatora mozna poming¢ oraz:

8l
9.6. W celu poréwnania wariancji (8) z wariancjg w przypadku losowania préby nM
w losowaniu prostym bez zwracania okazuje sie, ze:
D2y <W I-g548 1+ (M -1)K (8a)
Z (8a) stwierdzamy, ze:
D2(y(1)* [1+ (M -1)K ]D 2(y) ©

Wystepujacy we wzorach (8a) i (9) wspotczynnik K jest pewng miarg jednorodnosci
JL:

fi Mk n
1 Z(FU-F)(yw-F) | (Fk-M tF)2
k—1 k—1 (10)

K. (M—1)(M—1)S2 _ (M-1)(M-1)S2_Jt?-I

Przyktad 9.2. Populacja generalna obejmuje M=12 jednostek badania, ktore
pogrupowano na dwa rézne sposoby (Ykh dla k= 1,234 oraz /=1,2,.., MK) jest
wartoscig cechy Y dla kolejnych jednostek badania w zespotach:

a) (13); (0221); (1.2.1); (0.23);
b) (0,0): (1,1,1,1), (222); (3.3.2).

W przypadku a) zespoty sg wewnetrznie bardziej niejednorodne niz w przypadku b).
tatwo obliczy¢, ze w populacji F=1,5; S2=1: M =3 oraz M ,=2;, M2—4; M3=3
M4=3

N

Dla grupowania a) mamy £ (Yk—MtF)2=(4 —3)2+ (5—6)2+ (4—4,5)2+(5 —4.5)2=25.
k=i
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Podstawiajagc dane do prawej strony (10) otrzymujemy:
2,5 1 . .
K—" ——= —0,39. Dla grupowania b) uzyskujemy /c=0,75.
Przyjmujac n=2 zespoty do proby wylosujemy przecietnie nM= 6 jednostek
badania. Préba szescioelementowa losowana indywidualnie w Ipbz daje wariancje

$redniej z proby DL(y)K -_é >£|—|!2

W przypadku losowania zespotowego (a):
D2(y) < _3 TJ [1+(3-1) (- 0,39)] = 0,018 (3)< — =0,08 (3)

W przypadku losowania zespotowego (b):

£2(y'2l): -—ml +-(3—1) 0,75] = 0,208(3)>0,08(3)

Z powyzszych wyliczen wynika, ze w przypadku (a) losowanie zespotowe jest
znacznie efektywniejsze niz losowanie indywidualne (D2(ylzl). jest ponad 4,5 raza
mniejsza niz O, d(y). Jest przeciwnie w przypadku (b), kiedy D2(y<2) jest okoto 2,5 raza
wigksza niz D2 (y).

9.7. Z analizy wzoru (10) — jego prawej strony — wynika, ze najmniejszg wartoscia
K jest — VT Ta wartos$¢ wystapi wowczas, gdy dla kazdego zespotu stanowigcego
JL globalna warto$¢ cechy ¥ w k-tym zespole (k—1,2,..., M), YK=MKY, czyli-
?i= YX:Mt=Y. To oznacza, ze najkorzystniejszym podziatem na zespoty, bedace JL
jest podziat, w ktérym $rednia warto$¢ cechy Yjest dla kazdego zespotu taka sama,
rbwna Y. Wowczas nawet jednoelementowa préba (n=I) daje ocene doktadna,
£)y<*)=0.

Jesli JL sa jednakowo liczne, Mk= M, to najwieksza wartoscig Kk jest 1, czyli:

1
s 1<K<t an

Jesli JLnie sg jednakowo liczne, to kK moze przyjaé¢ znacznie wieksze niz | wartosci.

Przyktad 9.3. Wspotczynnik k, jako miara jednorodnosci zespotdw osigga dla danej
populacji najwiekszg warto$¢, gdy w kazdym zespole jednostki badania majg te sama
warto$¢ cechy Y, mianowicie Yk dla k-go zespotu stanowigcego JL. Wéwczas tatwo
wykazac, ze:

lin-Af*Y)2 1

" M- 1 Ji~T
I Tr-<mn-m.?)2

12
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Zaktadamy, ze populacja generalna obejmuje 120 jednostek badania pogru-
powanych w N =6 zespotowych JL w petni jednorodnych, ze wzgledu na wartosci
cechy V.

A M,,Y Mn-m*yY)r _ - Ne

f n ( ) o 1 Ne
4 1 4 12,23 67,7329 321,73
8 0,5 4 24,47 419,0209 995,17
12 . . 35 42 36,70 28,0900 44,48
50 e 6,0 300 152,92 21632,5264 8220,36
0,2 8 122,33  13071,3489 6208,89
15 9 18,35 87,4225 276,84
M=120 . . . . ¥Y=3,0583 367 x 35306,1416 16067,47

35306,1416 1 ,
e =2,14
16067,47 19

9.8. Wz6r (9) prowadzi do nastepujacego wniosku:

Przy danej wielkosci proby losowanie zespotowe jest efektywniejsze od losowania
indywidualnego, gdy k<0. tak samo efektywne, gdy k=0; mniej efektywne niz
losowanie indywidualne, gdy k>0. Mozna udowodni¢, ze jezeli grupowanie w zespoty,
stanowigce jednostki losowania jest losowe, to k:0.

9.9. W praktyce zespotowe JL sg na og6t zwigzane z dostepnoscig materiatdw
administracyjnych badz innych, ktére mogg byé uzyteczne, jako operat losowania.
W praktyce GUS bardzo czesto zespotowymi JL sg obwody spisowe badZz regiony
spisowe, dla ktérych figuruja pewne informacje dodatkowe i ktére sg kolejno
ponumerowane w wojewodztwach (w podziale na obwody miejskie oraz obwody
wiejskie); odnosne dane figurujg w rejestrze komputerowym (w Os$rodku Elektronicz-
nym GUS). Zespoty sktadajg sie najczesciej z jednostek badania bardziej do siebie
podobnych pod wzgledem wartosci badanych cech niz to ma miejsce w populacji.
Inaczej moéwigc, przewaznie wspotczynnik k, bedacy miarg jednorodnosci JL jest
dodatni, ic>0.

Okazuje sie, ze przy k>0 oraz wzroscie liczebnosci (Mb)JL wspoétczynnik k maleje,
ale iloczyn (M —1) ke rosnie. Z amerykanskich badan materiatéw spisu ludnosci 1940 r.
wynika, ze np. dla cechy ,liczba os6b w gospodarstwie domowym” w przypadku
zespotébw o 3 gospodarstwach domowych ic= 0,230, o 9 gospodarstwach domowych
k=0,186, o 27 gospodarstwach domowych k=0,142, a .0 62 gospodarstwach
domowych k—0,066; natomiast, gdy rozpatrujemy iloczyn (M—1)k dla M = 3,9,27, 62
otrzymujemy (M —1)k=0,460; 1,49; 3,69; 4,03. Jesli wiec zespoty bylyby réwnoliczne
oraz M =62, to precyzja proby danej wielkosci, mierzona wariancjg $redniej z proby,
bytaby okoto 5 razy gorsza niz gdybySmy zastosowali Ipbz.

9.10. Z powyzszych rozwazan wynika, ze pozadane jest. aby zespotowe JL nie
réznity sie co do ich wielkosci (M[, Jesli te réznice sq znaczne i posiadamy informacje
0 wielkosci zespotdbw mozna poprawic¢ precyzje szacunkoéw, ujmujac zespoty podobnej
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wielkosci w warstwy. Jedng z technik postepowania jest uporzadkowanie zespotowych

n

JL w cigg od najwiekszej do najmniejszej i utworzenie - warstw, obejmujacych
. 2N . L . _—

kolejne - JL oraz wylosowanie z kazdej warstwy po dwie JL. taczac niektére mate

2N
zespoty w wieksze mozna zawsze doprowadzi¢ do tego, zeby - byto liczbg catkowita,

a ponadto nie ma problemu, aby przyjaé, ze liczebno$¢ proby n jest liczba parzysta.
Tego rodzaju postepowanie zostato przyjete np. przy losowaniu proby obwodow
spisowych do reprezentacyjnego badania dzietnosci kobiet przy okazji NSP 1970 r.

9.11. LOSOWANIE SYSTEMATYCZNE. Jak wiemy, losowanie systematyczne
polega na: a) ustaleniu interwatu losowania kK, b) wylosowaniu liczby naturalnej
r z przedziatu [1, k] i c¢) wybraniu do proby tych jednostek badania z listy, bedacej
operatem losowania, ktdre sg oddalone od r-tej jednostki, o wielokrotnos¢ liczby k.
Do proby wchodza wiec jednostki badania o numerach:

rr+kr+2k,..,r+ n—)fc (13)

Zatozymy, ze N =kn, przy czym n jest wielkoScig proby.

9.12. Z okre$lonego uporzadkowania jednostek badania wynika, ze schemat
systematycznego losowania préby n-elementowej jest réwnowazny schematowi
losowania zespotowego, w ktérym do proby losujemy jedng zespotowg JL z populacji
podzielonej na k réwnolicznych (H-elementowych) zespotow.

1N
9.13. Szacujemy $rednig Y:W£_l\f, przy pomocy S$redniej z proby y:

I
y=-1 M-jesli =T, to:
«l=1
(14)
Vj=Yr+u-nt dla /=1,2,..,n

Jest to estymator okreslony wzorem (6), przy odpowiednio zmienionych wys-
tepujagcych w nim oznaczeniach “mianowicie: n-+l, y(-> £ Yi oraz ni,->«} Wariancja

Sredniej (14) wynosi — zgodnie z (8a):

oO(U(y)*-[I+(n-HK] 1- (15)

. Przy obecnych oznaczeniach (wspotczynnik k jednorodnosci wewnatrzzespotowej
zwany obecnie wspotczynnikiem korelacji wewnatrzkiasowej, okreslony wedtug wzoru
(10), ma postac:

l i <cwm-y)y(wm-v)
=114,

(n—0) (kn—1)S2 (16)



9.14. Z wzoru (15) wynika, ze losowanie systematyczne jest mniej wiecej tak samo

efektywne jak Ipbz, gdy uporzadkowanie jednostek badania w operacie losowania jest
losowe. Gdy jednostki badania blizsze sobie sg bardziej do siebie podobne, pod
wzgledem wartosci badanej cechy (YY) niz jednostki oddalone, mozna si¢ spodziewac,
ze k<0, czyli losowanie systematyczne jest efektywniejsze od Ipbz.
W pozostatych przypadkach losowanie systematyczne jest mniej efektywne (te>0) od
Ipbz. Szczegoblnie niebezpieczna jest sytuacja, gdy uporzadkowanie jednostek badania
jest cykliczne, czyli po okreslonej liczbie jednostek badania wartosci cechy
Y powtarzajg sie i interwat losowania jest wielokrotnoscig okresu cyklu. Wéwczas
n-elementowa préba losowania systematycznie jest réwnowazna jednoelementowej
probie losowanej zgodnie ze schematem Ipbz. Jesli wiec obawiamy sie wystepowania
jakiej$ cyklicznosci w warto$ciach cechy Y, w uporzadkowaniu przyjetym w operacie
losowania, nie nalezy stosowac losowania systematycznego.

9.15. Planujac badanie statystyczne chcielibySmy tak okresli¢ liczebno$¢ proby, aby
— z pewnym, matym ryzykiem btgd oceny nie przekracza! dopuszczalnej wielkosci.
Niestety tego postulatu nie mozna spetni¢ w przypadku losowania systemytycznego
proby, gdyz nie wiemy czy zastane uporzadkowanie jednostek badania jest korzystne
czy nie — dla losowania systematycznego o danym interwale. Aby przynajmniej
okresli¢ precyzje szacunku ex post, tzn. po zrealizowaniu badania reprezentacyjnego
nalezy zamiast jednej proby wu-elementowej o interwale k wylosowaé g podprob
o interwale g razy wiekszym, czyli gk. Oznaczmy $rednig z i-tej podpréby i= 1,2,..., 9
przez y,. Nieobcigzonym estymatorem Sredniej VY jest:

1.h 17

Y= -1.
9i=i

a nieobcigzonym estymatorem wariancji Dj,My) jest statystyka:

(18)
9(9-Di=1
Statystyka yjv jest obcigzonym estymatorem btedu standardowego Dsys, (Y).
Oznaczmy symbolem w rozstep $rednich z podpréb
w= T?x yi—min Y, (19)

tj. réznice pomiedzy najwieksza ocena r_nraxy, oraz najmniejszag oceng miny,.
i

Nieobcigzonym estymatorem btedu standardowego jest wéwczas statystyka w
(20

gdzie: /. jest pewng statg, ktdérej wielko$¢ zalezy od o, czyli od liczby podprob.
Wartos¢ z, dla g=5 wynosi n= 2,326, dla </=10 2= 3,078.
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Przyktad 9.4. W celu oszacowania $redniej ¥ wylosowano z populacji systematycz-
nie 5 podprob, przy interwale losowania k9=100. taczna proba objeta 5% populacji.
Losowanie odbyto sie nastepujaco: z pierwszych 100 jednostek badania wylosowano
jednostki o numerach: 14, 95, 32, 91, 03; do pierwszej podproby weszty wiec jednostki
o numerach: 14, 114, 214, 314, .., 1914 (populacja liczyta /9= 2000 jednostek badania),
do drugiej podpréby weszty jednostki o numerach: 95, 195, 295, .., 1995 itd. Srednie
z podprob wyniosty:

yi=45;y2=34; y3=6,2; y4=7,0; ys=54
1
Stad: y=- (45+34+62+70+54)=53
w=7,0-3,4=36;

Okoto 95% przedziat ufnosci dla Y wynosi: [3,96; 6,64].

9.16. Zadania. 1 Oszacowa¢ wariancje D28y(zd) estymatora przecietnej >'(ha)
powierzchni gospodarstwa rolnego na terenie wojewo6dztwa, obejmujacego /9= 5789
obwodéw spisowych, jezeli préba ma obja¢ n= 580 obwoddéw, a wstepna proba n'=60
obwodoéw data wyniki:

60 60 60
£m,.=2378; £m? =98483; Vy,= 13591
i=1 f=1 i=1

60 60

X m,yi=648319; £ yf=4424798

i=1 i=1

2. Dane, jak w poprzednim zadaniu. Oszacowaé¢ wspotczynnik K jezeli przypusz-
czamy, ze Sy&3 ha. O ile mniej efektywne jest iosowanie obwodoéw spisowych od
losowania (Ipbz) gospodarstw rolnych?

3. Korzystajgc z danych poprzedniego zadania, oszacowac:

a) liczbe ludnosci Y w badanym miescie,
b) 95% przedziat ufnosci dla parametru Y,
c) btad standardowy oceny, postugujac sie rozstepem ocen z podprob.

4. Badajgc mieszkania w pewnym mieScie wylosowano systematycznie pie¢
jednoprocentowych podprob. Badane cechy: liczba izb (A) oraz liczba o0s6b
zamieszkatych (¥). Wyniki badania zestawiono na nastepnej stronie (w jednym
wierszu i dla danej podpréby figurujg wartosci cech X i Y w wylosowanym
mieszkaniu):
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Numer podpréby

Razem

93

53

87 55 106 49 95 51

50

Nalezy oszacowac:

a) przecietng X liczbe izb na mieszkanie,

b) przecietng F liczbe os6b na mieszkanie

oraz wariancje estymatoréw tych $rednich.

186. 188 195 202 221. [17]. str.

u*

9.17. LITERATURA UZUPELNIAJACA: R Zasepa'[IR], sir.

228 254. 260 282. ) Steczkowski (14]. str. 206 244
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Wyktad 10. Losowanie zespotowe
z réznymi prawdopodobienstwami
wyboru

10.1. Przypomnijmy, ze losowanie zespotowe polega na: a) pogrupowaniu jednostek
badania w zespoly takie, ze kazda jednostka badania nalezy do jednego i tylko
jednego zespotu, b) zespoty stanowig jednostki losowania (JL), c) probe stanowig te
jednostki badania, ktore naleza do wylosowanych JL. Poprzednio rozwazaliSmy
sytuacje, gdy schemat losowania byt losowaniem prostym JL bez zwracania (lzpbz),
czyli kazda JL miata takie samo prawdopodobienstwo dostania sie do proby oraz JL
wylosowana do préby nie brata udzialu w dalszym losowaniu préby.

10.2. Rozpatrujac szacowanie $redniej Y wartosci cechy Y za estymator przyjelisSmy
$rednig z proby yw. Badajagc — przy danej wielkosci préby — zalezno$¢ pomiedzy
wariancjg estymatora w przypadku lzpbz oraz wariancjg estymatora w przypadku Ipbz
stwierdziliSmy, ze (M oznacza $rednig liczebno$¢ JL):

D2(y®»

*1+(M-1)k .
Obl(y) ( ) (1):
gdzie k oznacza wspotczynnik (miare) jednorodnosci JL. Gdy JL sa jednakowo liczne
wspotczynnik  ten zwany wolwczas wspotczynnikiem korelacji  wewnatrzklasowej

1 o1 o
przybiera wartosci z przedziatu M-I czyli M — 1 Gdy przeciwnie, JL

nie sa jednakowo liczne, wspotczynnik k moze mie¢ wartos¢ wiekszg od 1 Stad
whniosek, ze schemat losowania zespotowego powinien w jaki$ sposob kontrolowaé
wielkosci JL wybieranych do proby.

10.3. Jesli chcemy uzaleznia¢ szanse wyboru do proby od wielkosci JL mozemy
wykona¢ to, ustalajgc rézne prawdopodobienstwa wyboru, Powstaje wowczas
zagadnienie, jakie te prawdopodobienstwa powinny byc.

10.4. W dotychczasowych wyktadach rozwazalisSmy gtownie zagadnienie szacowania
Sredniej warto$ci cechy Y zwracajac uwage, ze wnioski tatwo jest przenies¢ na
szacowanie wartosci globalnej tej cechy. Ze wzgledéw rachunkowych, w przypadku
losowania zespotowego, wygodniej jest skoncentrowa¢ sie na szacowaniu wartosci
globalnej ¥ Szacowanie $redniej ¥ bedzie odpowiadato szacowaniu ilorazu wartosci
globalnych dwaoch cech.

, 10.5. Rozpatrzymy najpierw przypadek losowania zespotowego ze zwracaniem, jako
prostszego w realizacji, a nastepnie przejdziemy do przypadku losowania bez
zwracania.

10.6. Przyjmujemy oznaczenia «'prowadzone w poprzednim wyktadzie: N liczba
zespotdw stanowigcych JL. w li-tym zespole znajduje sie Mkjednostek badania, Yk Yk
sg wartosciami cechy Y w fctgj JL(k=1. 2...... V). wartoscig globalng i warioScig
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N
$rednia. Liczbe jednostek badania w populacji oznaczamy jako M, M —£ Mk. Niech

*:i

nk oznacza prawdopodobienstwo wylosowania do proby za jednym razem /ctej JL.
N

Oczywiscie, nk= 1 Przez &) oznaczymy prawdopodobieAstwo wylosowania za
K- 1

jednym razem tej Ja, ktéra zostata do proby wylosowana za i-tym razem, i=I, 2, n;

n oznacza liczbe kolejnych losowari do préby.

Przyktad 10.1. Populacja obejmuje Ai=10 jednostek losowania (JL). Do préby
losowano JL n=3 razy. Przypus¢my, ze wylosowano kolejno JL o numerach: 8, 2, 3.
Woéwczas n(n=48;, n@Q=n2 n(d—n3. Za drugim razem wynik losowania préby byt
nastepujacy: 5 3, 5 Zatem piata JL zostata do proby wylosowana dwa razy.
Woéwczas a()= a5 n(@=n}, a(3=ab

10.7. Dla proby oznaczamy przez y, wartos¢ globalng cechy Y dla wylosowanej za
i-tym razem JL.

Przyktad 10.2. W pierwszym losowaniu z przyktadu 10.1 otrzymalismy y()= ¥g;
Yu)=Y2; Y:t=Y3, a w drugim — y(1)=Ys; yw =Y3 y{3)=Ys.

Z obu powyzszych przyktadéw wynika, ze n() dla i=1 2, .., n sg zmiennymi
losowymi. Roéwniez yt jest zmienna losowg dla ustalonego i.

10.8. Szacujemy Y — wartos¢ globalng cechy badanej:

Y=Z Y (@)
k=1
Dowodzi sig, ze yM:
17 Vv
yr=- 1 A (2)
ni=1 n(it

jest nieobciagzonym estymatorem wartosci globalnej Y, a jego wariancja wynosi:

©)

Wariancja D2(yM) zalezy od przyjetego uktadu prawdopodobieristw n,, n2, .., nN Jesli
Yk
przyjmiemy nk=— , to prawa strona wzoru (3) jest rOwna zeru, a wiec precyzja

estymatora (2) jest doskonata. Jednak, projektujgc badanie reprezentacyjne nie znamy
ani Yk ani Y a wiec powyzszemu postulatowi nie potrafimy zado$¢ uczynic.

Jesli dla kazdego zespotu znamy warto$ci pewnej cechy Z, o ktérej mozemy sadzic,
ze jest silnie skorelowana z cechg badang Y, wéwczas mozemy przyjac:

N

K qak=12 NZ | z @

47
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a to powinno poprawi¢ precyzje estymatora (2), ktéry przyjmie postac:

Z "y
yAH=- 1 - ©®

Z=12n, gdy za i-tym razem wylosowano k-tg JL.

Ten estymator zostat najpierw wprowadzony przez amerykanskich statystykéw
M.H. Hansena i W.N. Hurwitza i dlatego dodaliSmy indeks ,,HH". ktatwo
wyprowadzi¢ z (3), ze wariancja:

0R(yAH)=-(r X -p-Y?2 (6)
n\  *=i A /
W praktyce czesto korzystamy z przesztej informacji o wielkosci zespotéw Mkk = 1,
2, N), przyjmujac:

k=—- dla /c=1, 2, N
= dla fe U

Woéweczas:

M "y M
y & =- | - = -
Wariancja estymatora (8) wynosi:

i

2007 M i T 3 ®

i
Nieobcigzonym estymatorem tej wariancji, w przypadku losowania wstepnej proby
n'-elementowej z prawdopodobienstwami wyboru (7) proporcjonalnymi do wielkosci
zespotu (JL), jest statystyka:

M2Zyf-n'(yW (10)
L =i

przy czym jest estymatorem wartosci globalnej cechy Y okreslonym wzorem (8)
dla proby wstepnej «'-elementowej, natomiast u jest wielkoscig préby w projek-
towanym badaniu reprezentacyjnym.

Rzecz jasna, statystyka u przy «' =« moze byé wykorzystana do oceny wariancji
estymatora y/H po przeprowadzeniu badania reprezentacyjnego, jak réwniez do oceny
btedu standardowego szacunku.

10.9. Losowanie zespotowe ze zwracaniem, w ktérym prawdopodobiefAstwa wyboru
sg okre$lone wedtug (7), nosi nazwe losowania z prawdopodobiefstwami proporcjonal-
nymi do wielkosci zespotow i oznaczane jest symbolem PPWZ (w literaturze
angielskiej uzywa sie symbolu PPS).
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10.10. Wiadomo, ze losowanie ze zwracaniem jest mniej efektywne niz losowanie
bez zwracania. Naturalnym jest wiec poszukiwanie schematu losowania zespotowego
z réznymi prawdopodobienstwami wyboru bez zwracania. Okazuje sie, ze znalezienie
takiego schematu losowania przy zatozonych prawdopodobiefAstwach wyboru jest
trudne. Dotad przedstawiono okoto 50 takich procedur losowania, jednak albo sg one
zbyt skomplikowane w realizacji, albo nie spetniajg warunku zatozonych praw-
dopodobienstw wyboru, albo sprawiajg duze trudnosci przy obliczaniu wariancji
estymatora wartosci globalnej badZz przy szacowaniu tej wariancji. W praktyce GUS
stosuje sie 2 wybrane schematy losowania zespotowego z réznymi prawdopodobien-
stwami wyboru. Pierwszy schemat pochodzi od W.G. Madowa (1949), przy czym
pewna modyfikacja pozwalajaca uzyska¢ asymptotyczne wzory na wariancje esty-
matora wartosci globalnej i estymatory wariancji zostata zaproponowana przez H.O.
Hartleya i J.N.K. Rao [3]. Drugi schemat losowania zostat wysuniety przez trzech
autoréw J.N.K. Rao, H.O. Hartleya i W.G. Cochrana [13], ktorzy wykazali whasnosci
estymatora wartosci globalnej, wariancji tego estymatora oraz estymatora wariancji.

10.11. Zmodyfikowana metoda Madowa. Mamy N-elementowa populacje zespo-
towych JL, tzn. kazda JL ma okre$lony numer Kk, w operacie losowania. To
uporzadkowanie zmieniamy losowo, tzn. ze zbioru liczb naturalnych od 1 do
N przyporzadkowujemy losowo jedng liczbe ,,i” kazdej JL(i= 1, 2, .., N). Oznaczmy
symbolem X miare wielkosci zespotow (JL); mamy wiec dane dla i=I, 2 , N.
Oznaczmy przez ni iloraz:

N - (i)
d*
i=1
a jesli losujemy prébe w-elementowa, to niech:
Pi=nnt (12)
p, jest prawdopodobienstwem wylosowania do préby i-tej JL (uwaga: obecnie
identyfikatorem JL jest przyporzadkowany jej losowo numer i). Przyjmujemy
zatozenie p,<l. Losowanie proby jest losowaniem systematycznym. W tym celu

tworzymy skumulowany ciag (aj prawdopodobienstw p, przedstawiony w postaci
tabeli:

<2 “3

Pi PI+P2 P1+P2+P3

n — liczebnos$¢ préby.
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Z przedziatu [O, 1) losujemy liczbe r, 0s;r< 1 Do préby wchodza te JL(i), dla
ktérych sg spetnione nieréwnosci:

a(-1<r+k<ai, k=0, 1 2 n—1 (ao=0) (13)

Przyktad 10.3. Populacja obejmuje N =8 zespotowych JL. Za miare X wielkosci JL
przyjmujemy liczbe jednostek badania. Dla ich uporzadkowania losowego od-
czytujemy z tablicy liczb losowych, zataczonej do wyktadu 3 cyfry, poczynajac od 22
wiersza, 7 bloku, pomijajac cyfry raz odczytane oraz 0,9. Otrzymujemy kolejne cyfry:

47,3 2,6, 5 8 1
Zatem dla k=1, i=8, dla k=2, i=4, dla k=3 i=3 itd.

i K X, T pi ai Do préby wchodza
i 4 81 0,27 0,81 0,81 +
2 7 55 0,19 0,57 138 +
3 8 42 0,14 0,42 1,80
4 15 0,05 0.15 19
5 6 26 0,09 0,27 2,22
6 5 45 0,15 0,45 2,67 +
7 8 16 0.05 0,15 2,82
8 . .. 1 20 0,06 0,18 3.00
Razem 300 1,00 3,00 X

Z powyzszej populacji losujemy proébe n=3 JL. Odczytujemy z tablicy liczb
losowych liczbe z 36 wiersza i 8 bloku. Jest to 35793. Interpretujemy ja jako 0,35793
i zaokraglamy do dwéch cyfr po przecinku, otrzymujac: r=0,36; 0$0.36<0,81 =a,,
r+171,36; a, » 1,36<a2= 138, r+ 2= 2,36; 2,36<2,67 = ab.

Do proby weszty JL o numerach losowo przyporzadkowanych i=1,2 oraz 6, czyli
JL o-identyfikatorach w operacie losowania k=45 oraz 7.

10.12. W zmodyfikowanej metodzie Madowa estymatorem nieobcigzonym wartosci
globalnej cechy Y jest estymator (2), a jego wariancja wynosi w przyblizeniu:

(14)

Wzér (14) okresla D2(y?j) jedynie dla duzych liczebnosci N populacji generalnej oraz
(lla liczebnosci n préb stosunkowo matych, w poréwnaniu z N.

10.13. Omawiany wyzej schemat losowania proby jest stosowany w badaniach
metoda reprezentacyjng w Gtéwnym Urzedzie Statystycznym w przypadku losowania
proby | stopnia. Zaleta jego jest fatwos¢ realizacji schematu oraz Sciste zachowanie
zatozonych prawdopodobieristw wyboru. Wadg jest trudno$¢ uzyskania S$cistego
wzoru na wariancje estymatora wartosci globalnej, gdyz prawa strona (14) jest
obcigzonym estymatorem wariancji. Z poréwnania prawych stron (3) i (14) wynika, ze
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w przypadku schematu Madowa zysk na wariancji wynosi okoto:

n—1
t

10.14. Trzej autorzy wymienieni w pkt. 1010 Rao, Hartley i Cochran
zaproponowali inna niz wyzej opisana, procedure losowania proby, ktdérg przyjeto
okresla¢ schematem losowania RHC. Schemat ten przedstawia sie nastepujaco:

1 Jesli losujemy probe n JL, a populacja obejmuje N zespotowych JL, pierwszym
krokiem jest losowy rozdziat JL na n roztgcznych mozliwie podobnej wielkosci
grup o liczebnosciach N,. N2..... Nn takich, ze Ni+ N2+ ..+ Nn=N.

2. Z kazdej z tak utworzonych grup losujemy niezaleznie po jednej JL
r prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do nk (k=1, 2...... N). Jesli k-ta JL
znalazfa sie w i-tej grupie (i=Il, 2, n), do ktdrej wpadly jednostki o numerach
kv k2..... kN. to prawdopodobieAstwo, ze zostanie ona wylosowana do préby
wyniesie p@)=nk : (%, +nki +... + nkf/).

Przyktad 10.4. Dane, jak w poprzednim przyktadzie (IV=8. n=3). Tworzymy
3 grupy: dwie pierwsze po 3 JL oraz trzecia, zawierajgca 2 JL. Poniewaz chodzi
o losowe przyporzadkowanie JL do poszczegblnych grup, mozemy to wykonaé
nastepujaco: 1) podobnie, jak w metodzie Madowa, zmieniamy losowo uporzad-
kowanie JL, 2) w tym ciggu do pierwszej grupy zaliczamy IV, pierwszych numeréw
JL. do drugiej grupy N2 nastepnych numeroéw JL itd.....do ostatniej grupy pozostate
numery JL. Zatem postepujemy, podobnie jak w przyktadzie 10.3, odczytujac kolejne
cyfry, od miejsca nastepujacego po ostatniej uprzednio odczytanej cyfrze w tablicy
liczb losowych. ZakonczyliSmy poprzednie losowanie czytajac cyfre 1 w liczbie 23

wiersza, pierwszego bloku (byta to liczba 97125). Zatem otrzymujemy nastepujacy ciag
numeréw od 1 do &

254, 387, 16
T (=2 173

Z kazdej z tych grup bedziemy losowali po jednej JL.

Grupa 1 A2=0,05; 75=0,15; A4=027 oraz A2+N5+A4=047. dla k=2
0,05 0,15 0,27

p(l)’ 5-4“7-_011 dla k= 5, Rwi= -6-4-7_032 dla k= 4, an) -0--4-7_0,57.

Z tablicy liczb losowych odczytujemy liczbe dwucyfrowa. Jesli odczytamy liczbe od GO
do 10 — wylosowano do proby JL o numerze k=2, jesli odczytamy liczbe od 11 do
42 — wylosowano do préby JL o numerze k=5. jesli odczytamy liczbe od 43 do 99
— wylosowano do préby JL o numerze k=4.

Grupa 2. 713=0,14; 718=0,05; 717=0,19 oraz 7, +7la+ TI-=0,38, dla k=3

2 014 =0,37; dla k=8 2—00 0.13; dla k=7. p>= 0,15 0,50.
PIA= g 037 dla k=8 Pf =013 dla k=7 2= g
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Odczytujemy, jak wyzej, nastepng liczbe dwucyfrowa. Jesli bedzie to liczba od 00 do
36 — wylosowano do proby k=3, jesli od 37 do 49 — wylosowano do préby k=38,
jesli od 50 do 99 — wylosowano do préby k=7.

0,06
Grupa 3. 71j=0,06; 716=0,09; 73+ 716=0,15, dla fc=I, p(3=— =0,40; dla k=8,
0,09 nrn
p‘3=0a?=0'60

Odczytywanie liczby dwucyfrowej, jak wyzej. Jesli bedzie to liczba od 00 do 39
— wylosowano do préby k= 1, jesli inna liczha — k=6. Odczytane kolejno trzy
liczby dwucyfrowe sg nastepujace:
20, 47, 15
Do proby wylosowane zostaty JL o numerach: kl=5, k2=8, f3= 1
10.15. Statystykal):

YKHC | - (19)
i- 1pil
jest nieobcigzonym estymatorem wartosci globalnej ¥ Wariancja estymatora (15) jest
N
najmniejsza, gdy losowe grupy sa jednakowo liczne, czyli NI=N2=...=N,,=—.
n

Woéweczas:

“‘mcmH m-£};(, (16)

Nieobcigzonym estymatorem tej wariancji jest statystyka:

Uwaga 10.1. Symbol p(l wystepujacy w (15) i (17) oznacza — gdy z i-tej
grupy wylosowano do préby /ctg jednostke losowania — iloraz J1k (suma
prawdopodobienstw Jlk dla kei-tej grupy), czyli gdy do i-tej grupy wylo-
sowano JL o numerach kkk2 ..,kH, to pw=7:(JIk+...+Kk ). Wowczas

nn
SNk +NK'b.. Ik oraz JIy) =Nk
P . ,

10.16. Z poréwnania prawej strony (14) i (16) wynika, ze estymator jest mniej
efektywny od estymatora y$, gdy: ,

* y() oznacza warto$¢ globalng cechy Y dla zespotu wylosowanego do préby z i-tej grupy.
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Mozna wykaza¢, ze w pewnych, przypadkach ta nieréwno$¢ wystepuje, ale w innych
przypadkach nie. Biorgc pod uwage, ze wzor (16) daje doktadng wariancje estymatora
wartosci globalnej Y, w przeciwienstwie do (14), ktéry jest stuszny jedynie dla bardzo
duzych N wydaje sie, ze nalezy raczej stosowa¢ schemat RHC, a nie schemat
Madowa.

10.17. Zadania. 1 Populacja obejmuje N =40 obwod6éw spisowych. Dla kazdego
z nich k=1,2,..., 40 podano nizej: liczbe mieszkan MKk, liczbe ludnosci Y oraz liczbe
Xk ludno$ci czynnej zawodowo.

K Mt n K MK Y, Xt
1 164 634 . 327 2 . . 64 235 126
2 77 224 119 22 . . 47 222 141
3 43 159 94 23 . . 45 187 99
4 32 109 59 24 . . 58 210 145
5 117 352 183 25 . . 23 92 57
6 23 80 45 26 . . 3 111 64
7 41 109 8l 27 . . 53 163 2
8 24 60 33 28 . . 42 161 %
9 63 222 13 29 . . 67 21 134
10 63 261 159 30 . . 54 273 149
1 26 al 56 31 . . 93 329 220
12 90 322 19 32 . . 18 65 44
13 32 118 61 33 . . 6 289 8
14 49 161 85 34 . . 84 298 174
15 56 203 118 35 . . 64 215 140
16 62 222 130 36 . . 4 166 99
17 51 174 87 37 . . 118 468 253
18 113 325 61 38 . . 63 185 131
19 88 356 197 39 . . 103 320 184
20 53 192 103 40 . . 85 294 159

Zatézmy, ze w celu oceny liczby ludnosci Y oraz liczby X ludnosci czynnej
zawodowo losujemy z powyzszej populacji prébe n=5 obwod6éw spisowych. Obliczy¢
wariancje oraz procentowe btedy standardowe estymatoréw tych parametrow, jesli
stosujemy losowanie obwodéw z prawdopodobieAstwami Kk proporcjonalnymi do
liczby Mk mieszkan w obwodzie: a) ze zwracaniem, b) zmodyfikowang metoda
Madowa, ¢) metodg RHC.

2. Z populacji opisanej w zadaniu 1) wylosowa¢ trzy préby n=5 obwodow
spisowych, stosujagc schematy losowania jak wyzej w pkt. a)—c). Na podstawie danych
kazdej z tych préb oceni¢ parametry Y i X. Poréwna¢ te oceny z rzeczywistymi
wartosciami i obliczy¢ procentowe bledy ocen. W jakim stosunku sg te biedy do
obliczonych poprzednio procentowych bledéw standardowych?

10.18. LITERATURA UZUPELNIAJAﬁCA K. Kondrat [9] str. 128—143, Hartley H.O.. Rao J.N.K. [3]. Rao
J.N.K., Hartley H.O., Cochran W.G
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Wyktad II. Losowanie dwustopniowe

i

11.1. Oméwione, w poprzednich wyktadach, schematy losowania proby dotyczyty
schematéw losowania jednostopniowego. Okazato sig, ze przy danej wielkosci proby
mierzonej liczbg jednostek badania losowanie indywidualne jest na og6+ efektywniejsze
od losowania zespotowego. Jesli jednak w praktyce stosujemy losowanie zespotowe,
a nie losowanie indywidualne, to jest to powodowane: 1) duzymi kosztami
sporzadzenia indywidualnego operatu losowania, 2) zwiekszonymi kosztami zbierania
informacji, gdy jednostki badania wylosowane do préby sa rozrzucone w terenie,
3) trudniejsza organizacjg zbierania danych oraz usuwania spostrzezonych btedow
nielosowych (poprawianie btedéw odpowiedzi w drodze kontaktu z respondentem,
zmniejszanie liczby odmoéw przez wielokrotne proby uzyskania odpowiedzi itp.).

11.1. W ramach Narodowego Spisu Powszechnego 1970 po raz pierwszy
zostato w Polsce szeroko ujete badanie dzietnosci kobiet metodg reprezentacyjna.

Losowanie indywidualne kobiet, podlegajacych badaniom, mogto by¢ przeprowadzone

na materiatach dokonywanego spisu. Bytoby to jednak do$¢ skomplikowane zadanie

dla o6wczesnego personelu spisujacego. Zdaniem kierownictwa przyjecie takiego
schematu losowanial) ,stwarzatloby powazne trudnosci organizacyjne i mogto
prowadzi¢ do powstawania bteddw nielosowych (wynikajacych z pomytek rachmi-
strzow), ktére w rezultacie moglty w powazny sposéb wptynaé na zmniejszenie precyzji
wynikéw badania”. Zastosowano wiec schemat losowania zespotowego, warstwowego,

w warstwach Ipbz. Jednostka losowania byt obwod spisowy. Proba objeta okoto 5%

obwodéw, w ktérych spisano wszystkie kobiety podlegajace badaniu. W wylosowa-

nych do préby obwodach spisowych jako rachmistrzéw spisowych zatrudniono
kobiety, gdzie bylo to mozliwe pracownice stuzby zdrowia badz inne osoby

o wyzszych kwalifikacjach do spisania informacji o dzietnosci.

11.2. W przypadku losowania duzych JL (zespotowych) wchodzace do nich
jednostki badania sg bardziej do siebie podobne niz to ma miejsce dla catej populacji.
Wobec tego lepiej losowac wiecej zespotowych JL. ale nie bra¢ do préby wszystkich
nalezacych do nich jednostek badania, lecz tylko ich czgsc. To prowadzi do

ONEJO losonenia proty Procedura postepowania jest nastepujaca:

a) losujemy do proby pewng liczbe zespotowych jednostek losowania; nazwiemy to
postepowanie losoweniem piernszego stopnia, a losowane JL  jednostkami
losowania pierezego stopnia (JLPS),

b) wylosowane do proby JLPS dzielimy na mniejsze jednostki losowania zwane
jednostkam losonenia drugiego stopnia (JLDSf, JLDS moga byé jednostkami
zespotowymi badz jednostkami badania;

'c) przeprowadzamy losowanie drugiego stopnia Wylosowane do préby JLDS tworza
ostateczng probe; wchodza do niej te jednostki badania, ktoére naleza do
wylosowanych na drugim stopniu JLDS.

1) Narodowy Spis Powszechny 8 XII W70 Pautiiki ostateczne. Ludno$¢, zeszyt Nr 24. Dzietno$¢ kobiet. Polska
cz. |. Warszawa, grudzien 1071, str. V.
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11.3. Z powyzszego wynika, ze w przypadku losowania dwustopniowego musimy
dysponowa¢ dwoma operatami losowania. Operat losowania pierwszego stopnia
powinien sktada¢ sie z materiatdbw pozwalajagcych na odpowiednie uporzadkowanie
JLPS oraz na petng identyfikacje tych jednostek (granice wytyczajace jednostki
obszarowe, kiedy sa one JLPS; cechy adresowe). W zaleznosci od schematu losowania
(nieograniczony czy warstwowy) JLPS powinny by¢é w operacie losowania wiasciwie
ponumerowane. Z tego operatu losowania wybieramy probe pierwszego stopnia. Po
wylosowaniu préby pierwszego stopnia sporzadzamy operat losowania drugiego
stopnia. Ten operat jest ograniczony tylko do czesci JLPS, mianowicie do tych JIPS,
ktére na pierwszym stopniu losowania zostaty wybrane do préby. Koszt sporzadzenia
operatu losowania jest wiec tylko czescig kosztu, jakiego wymagatoby sporzadzenie
operatu losowania dla catej populacji JL, bedacych obecnie JLDS. Losowanie
drugiego stopnia, w ktérym proba pierwszego stopnia odgrywa role ,,populacji”, moze
by¢ losowaniem zespotowym badz indywidualnym, warstwowym badZ nieogra-
niczonym, z jednakowymi badz z réznymi prawdopodobienstwami wyboru.

W celu uproszczenia dalszych rozwazan ograniczymy sie do dwoéch schematow
losowania dwustopniowego:

a) losowanie pierwszego stopnia jest losowaniem zespotowym wedtug schematu Ipbz,

b) losowanie pierwszego stopnia jest losowaniem zespotowym 2z rdéznymi praw-
dopodobienstwami wyboru bez zwracania wedlug procedury Rao-Hartleya-Co-
chrana.

W obu schematach losowanie drugiego stopnia jest losowaniem warstwowym
(warstwy stanowia wylosowanie do proby JLPS), w warstwach losowaniem Ipbz.
JLDS sg jednostkami badania.

11.4. Oznaczenia. Populacja obejmuje N JLPS, w fctej JLPS znajduje sie Mk
jednostek badania (JLDS). Jednostke badania identyfikujemy przy pomocy pary liczb
(k, 1), gdzie k oznacza numer JLPS, natomiast | numer jednostki badania (JLDS),
w tej JLPS, czyli fc=1, 2, ..., N oraz dla danego k, /=1, 2, .., Mt. Wartos¢ cechy Ydla
(k, O-tej jednostki badania oznaczamy, jako YK. Globalng warto$¢ cechy Y w fc-tej
JLPS oznaczymy przez Yk a w calej populacji — symbolem ¥Y:

Y=1 %=1 1 i )

Ze wzgledu na dwa stopnie losowania proby wprowadzamy osobne oznaczenia dla
dwoch $rednich:

Y=oraz Y=~, M= £>* )]
N M
Odpowiednie oznaczenie dla s$redniej wartosci cechy Y w fc-tej JLPS bedzie:
Y Q
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Srednia liczba jednostek badania w JLPS wynosi:

f4)
WSsréd wariancji cechy Y rozrozniamy:
a) wariancje Sjy pomiedzy JLPS
b) wariancje S"wewnetrzng k-tej JLPS
dla k=1 2.... AY, (61
c) $rednig wariancje wewnetrzng Si, JLPS
U]

Dla proby przyjmujemy oznaczenia matymi literami. Liczbe JLPS wylosowanych
do proby pierwszego stopnia oznaczymy przez n. Jezeli k-ta JLPS zostata do tej.
proby wylosowana, to itczbe jednostek badania (JLDS) wybieranych z mej do
ostatecznej proby oznaczymy jako mk. Przyjmujac uporzadkowanie préby pierwszego
stopnia w kolejnosci wyboru JLPS zastapimy wskaznik k wskaznikiem i. analogicznie
dla préby drugiego stopnia wskaznik /, zastgpimy wskaznikiem j. Zatem i'=1,2,.. 1
oraz dla danego i,j= 1.2, .. Subskrypt i podajemy w nawiasach dla odr6znienia
symbolu mk od symbolu m(ll. Odpowiednio symbol M() bedzie oznacza¢ liczbe
jednostek badania w JLPS wybranej do préby za i-tym razem. Mamy mU< Af oraz

n
(H)
i=1
jest faczna liczba jednostek badynia w prébie. Para (i, j) okresla jednostke badania,
pochodzacg z wybranej za i-tym razem JLPS oraz wybranej z niej za i-tym razem
JLDS. Warto$¢ cechy Y dla tej jednostki badania oznaczymy jako y( oraz S$rednig
'warto$¢ cechy Y w JLPS wybranej do préby pierwszego stopnia za i-tym razem
oznaczymy, jako:
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Oszacowang dla tej jednostki warto$¢ globalng cechy Y oznaczymy symbolem yt

h= MU)h ()

a. schemat Losowania dwustopniowego, w ktérym

LOSOWANIE PIERWSZEGO STOPNIA JEST hpbz

11.5. Oméwimy szacowanie wartosci globalnej cechy Y w populacji generalnej.
Twierdzenie 11.1. Statystyka:

y= Mm (M)
L)
jest nieobcigzonym estymatorem wartosci globalnej cechy Y
E(y)=Y
Wariancja tego estymatora wynosi:
c2 . N
D2(y)=N2 Mt (Mk (12)
n nt.

11.6. W praktyce przewaznie organizatorzy badania zycza sobie, aby préba byla
automatycznie wywazona, gdyz to znacznie upraszcza opracowanie wynikow. Taka
prébe otrzymamy, gdy przyjmiemy:

mk=fMk, 0</<1 dla ustalonego / (13)

to znaczy, ze z kazdej wylosowanej do proby JLPS do proby drugiego stopnia
losujemy taki sam procent, 100/% JLDS. Wowczas:

N
¥=7-X 1 yu (14
Jni=1j=1
oraz:
D2(y)= N2 n\Sj Sil 15
)= NJ n nm_ (15)

Uwaga 11.1. W praktyce, Sciste zastosowanie (13) na og6l nie bedzie mozliwe.
Woéweczas niektdre liczby mk, wynikajace z prawej strony (13), nie bedg catkowite
i bedg wymagaty zaokraglen, a wiec proba nie bedzie w petni wywazona. Mozna sie
spodziewaé, ze roznica pomiedzy (11) i (14) bedzie rzedu utamka procentu, gdy n jest
stosunkowo duze, np. rzedu setek.

11.7. Wzory (12) i (15) wskazujg, ze wariancja zalezy od liczby n JLPS losowanych
do proby oraz od uktadu liczb ml,m2,....mNbadZz w przypadku proby automatycznie
wywazonej od przecietnej liczby m losowanych do préby JLDS z JLPS. Planujac
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badanie reprezentacyjne powinnismy ustali¢ — jak wielka powinna by¢ préba dla
zagwarantowania wymaganej precyzji szacunku. Jest to mozliwe, gdy wylosujemy
najpierw prébe wstepng n'-eiementowg zgodnie z przyjetym uktadem losowania
drugiego' stopnia: mi(m2 ~ mN. Nie podajemy wzoréw statystyk, ktére moga by¢
estymatorami sktadnikow wariancji. Wzory te znalez¢ mozna np. w [18] na str. 231.
11.8. Innym zagadnieniem jest ustalenie optymalnego uktadu liczb n, mltm2, ..., t%,
minimalizujgcego (12). W zwigzku z tym nalezy przyja¢ pewnag funkcje kosztow
badania reprezentacyjnego w przypadku dwustopniowego losowania proby. Oznaczmy
przez K, koszt jednostkowy sporzadzenia operatéw losowania pierwszego i drugiego
stopnia wraz z kosztem wylosowania préby pierwszego stopnia, mierzony na JLPS.
Niech K 2 bedzie kosztem jednostkowym losowania préby drugiego stopnia, zebrania
danych z préby oraz ich opracowania, mierzony na JLDS. W koszcie catkowitym
K badania reprezentacyjnego pomijamy koszty state niezalezne od wielkosci proby.
Woéweczas przecietny (oczekiwany) koszt badania K wyniesie:

1 n
K=K1n+K2--- Y, nmk (16)

" *:i

Zminimalizujemy wariancje (12), gdy (ograniczajac sie do préby automatycznie
wywazonej — chociaz mozna poda¢ wzory og6lne) przyjmiemy:

fc=1,2,.... N

an
K7+K747?

przy czym —M >0

tatwo zauwazy¢, ze f —

119. W praktyce badan reprezentacyjnych okazato sie, ze planujacy nie potrafig
dobrze okresli¢ kosztow Kt i K2 dlatego nie korzysta sie z mozliwosci ustalenia liczb
losowan zgodnie ze wzorami (7). Poniewaz Ki jest zwykle znacznie mniejszy niz K2
oraz <5>1,/ powinno byé mozliwie matym utamkiem, natomiast powiekszenie préby
powinno by¢é wykonywane przez powiekszanie n, czyli liczby JLPS, jakie losujemy do
proby.

11.10. W niniejszym wyktadzie omawialiSmy szacowanie wartosci globalnej Y cechy
Y Dla szacowania wiekszosci roznych parametréw populacji okazuje sie, ze one maja
posta¢ ilorazow wartosci globalnej cechy ¥ przez warto$¢ globalng cechy X.
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Przyktad 11.2. Populacje generalng stanowig gospodarstwa domowe. Losujemy
probe dwustopniowo. JLPS sg obwody spisowe, JLDS — mieszkania. Liczba
gospodarstw domowych nie jest wiadoma. Dla okreslenia przecietnej wielkosci
gospodarstwa domowego — oznaczmy ja symbolicznie jako R — postuzymy sie
wzorem:

gdzie: Y oznacza liczbe os6b w gospodarstwach domowych, natomiast X — liczbe
gospodarstw domowych. Estymatorem jest:

przy czym vy jest oszacowang liczbg 0s6b w gospodarstwach domowych, natomiast
X jest oszacowang liczbg gospodarstw domowych. Obydwa oszacowania otrzymujemy
zgodnie z (12).

1111 Jesli proba jest dostatecznie duza, Scislej — jesli liczba n JLPS jest
dostatecznie duza (rzedu co najmniej kilkudziesieciu), mamy przyblizony wz6r na tzw.
wariancje wzgledng estymatora r (kwadrat wzglednego btedu standardowego szacunku)

r= 4 parametru R= l:

Vr immvl + vi- (18)

gdzie: V\= D)
X2

o w Cov(x, y) D(x) D
oraz: vy ~ xy - Pag (>)(Y(Y)

Pij. jest wspotczynnikiem korelacji.
Jesli istnieje bardzo mata korelacja pomiedzy x oraz r, a tego rodzaju zwigzek
wystepuje w praktyce czesto, mozna przyja¢ przyblizenie:

V3I*V$-Vi (19

Wariancja wzgledna ilorazu, a wiec takze wzgledny btad standardowy ilorazu jest
przewaznie znacznie mniejszy niz w przypadku szacowania wartosci globalnej Y.

11.12. W celu uproszczenia naszych rozwazan zaktadalismy, ze JLDS sg jednostki
badania. W praktyce, jednostkami losowania drugiego stopnia sg czesto zespoty
jednostek badania.
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Przyktad 11.3. W czasie NSP 1988 badano metodg reprezentacyjng dzietnosc¢
kobiet. Prébe losowano dwustopniowo; JLPS byly obwody spisowe, a JLDS
— mieszkania.

Wprowadzone wyzej wzory, dotyczace schematu losowania dwustopniowego,
w ktorym JLDS sg jednostki badania tatwo przetransportowaé na przypadek,
w ktorym JLDS sg zespotami jednostek badania. W tym celu Yk powinno oznaczaé
warto$¢ globalng cechy Y dla (k, /)-tej JLDS. Wowczas przecietna warto$¢ cechy Y
Y bedzie ilorazem Y/X wartosci globalnej tej cechy przez warto$¢ globalng cechy
.liczba jednostek badania w (k, /)-tej JLDS".

B. SCHEMAT LOSOWANIA DWUSTOPNIOWEGO, W KTORYM
LOSOWANIE PIERWSZEGO STOPNIA JEST LOSOWANIEM Z ROZNYMI
PRAWDOPODOBIENSTWAMI WYBORU BEZ ZWRACANIA WEDLUG
SCHEMATU RAO-HARTLEYA-COCHRANA

11.13. Omowiony zostanie schemat, w ktérym losowanie pierwszego stopnia jest
losowaniem z prawdopodobiefAstwami proporcjonalnymi do wielkosci JLPS. Ozna-
czmy wiec przez nk:

Mk
Ttt=—r dla k=12 .. N (20)

W celu dokonania losowania pierwszego stopnia najpierw przyporzadkowujemy JLPS
n grupom G, (i=I, 2, n) w sposéb losowy. Zaktadamy, ze liczba JLPS w populaciji,
wynoszaca N jest podzielna przez n. Do takiej sytuacji fatwo doprowadzi¢ przez
taczenie ze soba pewnych zespotéw jednostek badania, tworzac nowe JLPS. Kazda
z n grup sktada sie z tej samej liczby W JLPS, W—N : n.

Niech p(i) oznacza prawdopodobienstwo wylosowania tej JLPS, ktdra zostata
wylosowana do préby z i-tej grupy G, Jezeli jest to fcta JLPS, to

Pd)=n.):Z numb n4)~nk z tej JLPS losujemy mm JLDS; kolejno$¢ ich wylosowania

do préby symbolizujemy numerem f, t=1, 2, .., mm a fgcznie para (i. r). Wartos¢
cechy ¥ dla tej JLDS oznaczymy jako yu. Nieobcigzonym estymatorem wartosci
globalnej ¥Yjest:

m Mm 5’
Yrho= X mmemem- L W (21)
=1 Rr411=1

Wariancja estymatora (21) wynosi:

n—1
= - y o R 1 M 3
02(y«sic)= 1- . ¢ Mion Tad, ki ngSzk

n—I1

n(N-Tj \mk M, (22)

102



Mozna wykazaé, ze na og6l wariancja (22) jest — przy tej samej wielkosci proby
— mniejsza niz gdyby losowanie pierwszego stopnia bylo z jednakowymi
prawdopodobienstwami wyboru: Kk=\:N.

11.14. Nieobcigzonym estymatorem wariancji D1(yRHO) jest statystyka:

N v *mI(Mmyi
"ol i=l PRV a0

2 " MM 1 1

* :i 25)) [\m('l) M @3
S jest wariancjg z proby cechy Y w i-tej JLPS, wylosowanej do proby z i-tej
grupy G,

11.15. Zadania. 1) Populacja obejmuje M =5300 indywidualnych gospodarstw
rolnych, znajdujacych sie na terenie N=100 obwodéw spisowych. Na podstawie
proby losowanej dwustopniowo oszacowaé f{gczng powierzchnie o0g6lng Hha)
gospodarstw, jezeli w probie byto n= 10 obwodoéw, a z kazdego z nich losowano po
m(@l=5 gospodarstw. Na | stopniu losowania zastosowano schemat Izpbz, a na Il

stopniu — z kazdego wylosowanego do proby obwodu — Ipbz. Dane prol y:
i W dla j=

Mm 1 2 3 4 5

56 75 6,5 38 8,0 82

32 43 50 6,2 21 105

45 6,4 12,0 93 6,3 6,6

46 123 81 6,3 34 75

30 4.4 2,6 7,7 75 41

85 50 41 25 4,6 5.2

56 21 5,0 38 4,7 10,7

49 57 25 56 51 58

78 56 7.4 55 73 93

45 99 6,5 6,7 94 79

2) Zaktadajac dla proby dane, jak w zadaniu poprzednim, oszacowaé iaczng
powierzchnie 0g6lng Y (ha) gospodarstw, jezeli losowanie | stopnia przeprowadzono
wedtug schematu RHC. W czasie losowego podziatu obwodéw na n=10 zespotéw p,
wyniosto:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pm 0,085 0,057 0,116 0,122 0,138 0,136 0,063 0,120 0,047 0.116
Oceni¢ wariancje D2(yRHC).

11.16. LITERATURA UZUPEENIAJACA: R Zasgpa [18] str. 224- 245 [17] sir. 284 365. J. Steczkowski
[14] str. 253 276.
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Wyktad 12. Losowanie dwufazowe
oraz badania powtarzalne

12.1. Analizowane dotagd schematy losowania proby dotyczyly jednofazowych
badan, kiedy po wylosowaniu préby zbierano dla niej potrzebne informacje,
opracowywano dane i na ich podstawie szacowano rozne parametry populacji
generalnej. W przypadku badan technicznie trudnych do przeprowadzenia, kosztow-
nych, wymagajacych ograniczenia badania do stosunkowo matej préby, mozemy
precyzje ocen znacznie poprawié¢, stosujgc metode badania dwufazowego.

12.2. W badaniu dwufazowym dzielimy badane cechy na te, ktére zostang zbadane
w pierwszej fazie oraz na te, ktore zostang zbadane w drugiej fazie. Program pierwszej
fazy badania powinien sktada¢ sie z cech stosunkowo tatwych do obserwacji, dla
ktérych koszty jednostkowe badania sg niskie. W drugiej fazie badania znajda sie
cechy trudniejsze do obserwacji. Losowanie dwufazowe polega na: a) wylosowaniu
,wiekszej” préby do zebrania informacji dla pierwszej fazy badania oraz
b) wylosowaniu z niej ,,mniejszej” préby do uzyskania informacji dla drugiej fazy
badania. Proba pierwszej fazy stanowi, jak gdyby populacje dla drugiej proby, a wiec
jej dane moga by¢ wykorzystane dla uzyskania jak najkorzystniejszego schematu
losowania oraz dla konstrukcji najefektywniejszych estymatoréw szacowanych
w drugiej fazie parametrow populacji generalnej.

Uwaga 12.1. Reprezentacyjne badanie dwufazowe jest strukturalnie rézne od
losowania dwustopniowego; w losowaniu dwufazowym jednostki losowania sa zwykle
takie same, jak jednostki losowania ostatecznego stopnia do proby pierwszej fazy
badania, natomiast w przypadku losowania dwustopniowego JLDS sg podzbiorami
JLPS.

Przyktad 12.1. Typowym badaniem dwufazowym jest program Zintegrowanego
Systemu Badan Gospodarstw Domowych (zob. [12] str. 269—279). Zgodnie z jego
zatozeniami — w pierwszej fazie badan losuje sie dwustopniowo tzw. ,,prébe matke”.
JLPS jest rejon statystyczny, liczacy minimum 250 mieszkan. W catym kraju jest
ponad 24 tys. rejonéw, pogrupowanych w warstwy, ktorymi sg wojewodztwa
w podziale na miasta i wie$ (tgcznie 98 warstw). Na tasmie magnetycznej emc zostaty
zapisane, dla kazdego rejonu: a) cechy adresowe, b) szacunkowa liczba mieszkan. Ten
rejestr stanowit operat losowania | stopnia. Do ,,proby matki” wylosowano cztery
podproby po 450 rejondw statystycznych (Scislej: terenowych punktéw badan), czyli
razem 1800 JLPS. Losowanie proby bylo warstwowe, a w warstwach z praw-
dopodobienstwami proporcjonalnymi do liczby mieszkan wedtug zmodyfikowanego
schematu Madowa (omoéwionego w wyktadzie 10). Losowanie drugiego stopnia byto
losowaniem dwufazowym. W pierwszej fazie wylosowano podpréby mieszkan (JLDS):
a) do badan demograficzno-spotecznych objetych Zintegrowanym Systemem BGD,
b) do przygotowania operatu losowania proby do badan budzetéw rodzinnych (druga
faza). W zwiagzku z tym w tpb wylosowanych na pierwszym stopniu wylosowano: 1)
pie¢ podpréb, po 5 mieszkan do badan demograficznych i spotecznych, 2) 150
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mieszkan do drugiej fazy badania, tj. losowania préby do badania budzetéw
rodzinnych. W tych ostatnich mieszkaniach zebrano informacje (pierwsza faza
badania) o: a) grupie spoteczno-zawodowej gospodarstw domowych, b) liczbie os6b
w gospodarstwie, ¢) dochodzie na osobe, d) powierzchni gospodarstwa rolnego,
w przypadku gospodarstw domowych rolnikow indywidualnych. Te dane zostaty
wykorzystane do podziatu gospodarstw domowych na domeny studiéw (gospodarstwa
pracownicze, chtopéw-robotnikow, chtopskie, emerytdw i rencistéw); wewnatrz kazdej
z nich porzadkowano gospodarstwa wedtug liczby oséb, a w przypadku takiej samej
liczby os6b — wedtug dochodu na osobe. Gospodarstwa chtopskie porzadkowano
wedtug og6lnej powierzchni gospodarstwa rolnego.

Probe do drugiej fazy losowano systematycznie (48 gospodarstw z kazdych 150
gospodarstw domowych).

Proby, o ktérych mowa w pkt. 1) zostajg wykorzystane do rdéznych badan
dodatkowych, a wiec badan drugiej fazy.

12.3. Reprezentacyjne badanie dwufazowe wymaga dwukrotnego losowania préby,
poniewaz w sumie postugujemy sie informacjami z dwdch préb: wiekszej i mniejszej,
bedacej podprdoba wiekszej proby. W celu utatwienia dalszych rozwazan zatozymy, ze
losowanie préby do pierwszej fazy badania jest Ipbz, natomiast losowanie z niej
podproby do drugiej fazy badania odbywa sie wedtug takiego samego schematu
losowania badz jest indywidualnym losowaniem warstwowym (z warstw Ipbz).

12.4. Szacujemy Srednig Y. Pobieramy nl-elementowg prébe (Ilpbz) dla | fazy
badania. Uzyskujemy z niej ocene x| $redniej cechy dodatkowej X. Z wylosowanej
préby n,-elementowej losujemy probe «-elementowa (Ipbz). Z mniejszej préby
szacujemy Z wykorzystujac oprécz sredniej x, dodatkowo $rednig z proby ostatecznej
X oraz y, a ponadto ocene wspotczynnika regresji cechy Y wzgledem cechy X:

n
Z (*!-*)(n-4
b= ~ . e (o)
I (Xi~X)2
i=I
Za estymator $redniej F przyjmujemy:
) y"=y+b(x1—x) %)

Jest to estymator obcigzony, zgodny. Jezeli n jest dostatecznie duze (co najmniej 200)
obcigzenie estymatora jest mato istotne oraz wariancja:

gdzie: pxf jest wspotczynnikiem korelacji cech X i Y

St
Zauwazmy, ze dla pxy= 1 prawa strona (3) redukuje sie do —. Wéwczas losowanie
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dwufazowe proby nl-elementowej byloby mniej wiecej tak samo efektywne, jak
losowanie jednofazowe ,duzej” proby n,-elementowej. To wskazuje, ze przy duzej
korelacji cech X i Y losowanie dwufazowe daje duzy zysk na wariancji, ktéra przy
prébie n<nl-elementowej bylaby rzedu S2/n.

Przyktad 12.2. Niech N = 1000000, nl= 10000, n=1000, p, =0,7 oraz S¥=2.
Woweczas:

1000 V
1-0,49 =0,001118
10000/

Natomiast w przypadku jednofazowym:

1000 \ 2
D2(y)M 1 L e =0.001998
Nin 1000000/ 1000

Zysk na wariancji:
[A2(y)-0,2(Y)]100 ,
nz2gy)

125. Wariancja zalezy od uktadu liczb (n,, n). Niech K, oznacza koszt
jednostkowy obserwacji statystycznej pierwszej fazy badania wraz z kosztem
wylosowania préby oraz opracowania danych tej fazy, natomiast K2 odpowiedni
koszt jednostkowy drugiej fazy badania. Pomijajagc koszty state, faczny koszt
K badania dwufazowego wyniesie:

K=KiMlfj K2n @
Przy koszcie badania K okreSlonym w (4) wariancja A|/(y") jest najmniejsza, gdy:
K

«l= (6)
K1+K2

oraz:
(54)

Badanie dwufazowe jest efektywniejsze od badania jednofazowego, gdy spetniona
jest nierdwnosc:

4*1%2 5
Ply>(* Y. (6)
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Przyktad 12.3. Niech K, =50 zt, K2=600 zt. Wdwczas prawa strona (6) wynosi
0,284, czyli jesli pRy>0,284, tj. pxy>0,533 to badanie dwufazowe jest efektywniejsze niz
badanie jednofazowe. Gdyby K, =100 zI K2=600 z, warunek (6) oznacza, ze
powinna by¢ spetniona nieréwnos¢ pxy>0,7.

12.6. Zatézmy obecnie, ze losowanie préby pierwszej fazy jest, jak poprzednio, Ipbz.
Informacje o cesze dodatkowej X wykorzystujemy, dzielac zakres zmiennosci tej cechy
na L przedziatdw i przydzielajac do h-tej warstwy te jednostki z préby, dla ktorych
wartosci cechy X nalezg do /i-tego przedziatu (h=1,2,..,L). Prébe drugiej fazy
badania losujemy stosujac schemat proporcjonalnego losowania warstwowego. Niech
wh jest frakcjg elementéw z préby pierwszej fazy nalezacych do Jitej warstwy,
natomiast yh — $rednig z préby z h-tej warstwy, uzyskang z badania w drugiej fazie.
Woéweczas statystyka:

W=1 Yn ®)

jest nieobcigzonym estymatorem S$redniej Y oraz:

gdzie:

SBE | W, Sl sB= i Wh(Yh-Y)2 ©)
ti=1 h=I

S2 jest przecietng wariancjg wewnatrzwarstwowa cechy ¥, natomiast Sb jest wariancja
miedzywarstwowg tej cechy.

Ustalajac optymalne n, i n (wzory pomijamy; mozna je znalezé np. w [18] na
str. 254) okazuje sie, ze przy danych kosztach badania reprezentacyjnego (4) losowanie
dwufazowe jest efektywniejsze od losowania jednofazowego, gdy:

(10)

Mozna sie spodziewa¢ spetnienia tej nieréwnosci, gdy podziat préby | fazy na
warstwy wedtug danych o cesze X bedzie korzystny ze wzgledu na badang ceche Y,
czyli gdy te cechy beda silnie skorelowane.

12.7. Dotychczas oméwione zostaty zagadnienia jednorazowych badan reprezen-
tacyjnych. W praktyce statystycznej badania sg czesto powtarzalne, co pewien okres,
ze wzgledu na zachodzace z biegiem czasu zmiany szacowanych parametrow.
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W przypadku powtarzania badania reprezentacyjnego wymagaja wyjasnienia sprawy:

1) czy kolejne badanie reprezentacyjne powinno objaé te samg probe co badanie
poprzednie?

2) jezeli nie, to czy nie nalezatoby przynajmniej pewng cze$¢ préby z pierwszego
badania pozostawi¢ w nastepnym badaniu?

3) czy i w jaki sposéb mozna wykorzysta¢ dane poprzednich badan w celu
zwiekszenia precyzji w przysztym badaniu?

Udzielenie odpowiedzi na te pytania nie jest fatwe i wymaga poruszenia wielu
zagadnien teoretycznych, miedzy innymi dotyczacych dynamiki zmian. Pominiemy
wiec rozwazania teoretyczne, jedynie podkre$lajac wybrane wnioski z tych rozwazan.
Wypada zaznaczy¢, ze w badaniach teoretycznych abstrahuje sie¢ zwykle od zmian (w
czasie) w sktadzie populacji generalnej, co jest nieadekwatne procesom zachodzacym
w praktyce.

12.8. Z rozwazan teoretycznych wynika, ze szacujgc $rednig warto$¢ Y badanej
cechy w drugim momencie (okresie), przy wykorzystamu wynikéw poprzedniego
badania reprezentacyjnego, nie nalezy powtarza¢ zbyt duzej czesci proby; istotny zysk
na precyzji szacunku osiggamy, gdy powtarzamy co najwyzej potowe préby oraz
korelacja pomiedzy wartosciami cech w dwéch badanych momentach (okresach) jest
co najmniej rzedu 0,7.

Natomiast inaczej przedstawia sie sytuacja, gdy jesteSmy zainteresowani, w ocenie
réznicy pomiedzy $rednimi ¥ w dwdch réznych momentach (okresach). Woéwczas
najefektywniejsze jest dwukrotne badanie tej samej proby.

Jezeli celem badania przeprowadzanego po raz drugi jest zarébwno oszacowanie
poziomu Y, jak i'réznicy w poziomie pomiedzy pierwszym i drugim momentem
(okresem) badania powstaje dylemat, jakg cze$¢ proby nalezy powtdrzyc. Jezeli obie
oceny sg jednakowo wazne, najrozsadniejszym wydaje sie powtorzenie potowy préby.
W dwoch innych przypadkach istniejagcych preferencji powtérzona czes¢ préby
powinna byé odpowiednio mniejsza albo odpowiednio wigksza.

W pewnych przypadkach zalezy nam na ocenie $redniej ze $rednich w dwoch
réznych momentach (okresach) badania. Np. szacujemy przecietne wydatki rodziny na
zywnos$¢ w ciggu miesigca i pierwszym okresem badania reprezentacyjnego byt
pierwszy kwartat roku, a drugim — drugi kwartat. Srednia z tych przecietnych
wydatkéw bedzie oceng przecietnych miesiecznych wydatkéw rodziny na zywnosé
w pierwszym poétroczu. Jezeli korelacja pomiedzy szacowanymi wydatkami jest
dodatnia (co z reguly zachodzi w praktyce) préba w drugim okresie badania
reprezentacyjnego nie powinna obejmowaé zadnego elementu badanego w pierwszym
okresie.

Whioski, wypowiedziane wyzej, dotyczg badafn powtarzalnych i mozna je rozszerzy¢
na przypadek wiecej niz dwoch badan powtarzalnych.

12.9. Przedmiotem badan statystycznych moga by¢ zjawiska, ktére moga wystapi¢
w dowolnym momencie, w okre$lonej o mniej wiecej statym sktadzie populacji. Na
przyktad w populacji szpitali badanym zjawiskiem moze by¢ przyjecie chorego do
szpitala; w przypadku populacji zaktadéw produkujgcych obuwie badanym zjawis-
kiem moze by¢ wyprodukowanie pary obuwia itd. Celem badania statystycznego jest
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woOwczas oszacowanie czestosci wystepowania danego zjawiska w pewnej jednostce
czasu badz oszacowanie natezenia zjawiska. W rozwazanych przypadkach badanie
statystyczne moze wymagac cigglej obserwacji statystycznej w ustalonym okresie, czyli
by¢ badaniem ciagtym.

12.10. Przypusémy, ze populacja generalna obejmuje N jednostek badania, za$
badany okres (np. rok kalendarzowy) podzielony jest na M mniejszych okreséw
roztgcznych (np. okreséw tygodniowych), ktére nazwiemy tv t2,...,tM. Badamy ceche
Y, ktora w okresie /(/=1,2,..., M) przyjmuje warto$¢ zero, gdy w tym okresie nie
wystgpito badane zjawisko, natomiast warto$¢ W, gdy pewna miara badanego
zjawiska, ktore wystgpito w badanym okresie co najmniej raz wynosi W. Gdy chodzi
0 /ctg jednostke badania oraz 1-ty okres, warto$¢ cechy Y oznaczymy, jako Ykl

Przyktad 12.4. Badamy populacje rodzin, a badang cecha sa wydatki na meble. Dla
lctej rodziny (k= 1,2,..., N) w /-tym miesigcu; Yd oznacza wydatki w danym miesigcu
na meble (/1=1,2,..., 12). Jesli w /-tym miesigcu /c-ta rodzina zakupita mebel za 50 tys. zt,
to Yu=50000; gdy zadnego kupna mebli nie bylo w tej rodzinie, to yu=0.

12.11. Przyjmijmy, ze celem badania statystycznego jest oszacowanie pewnych
parametrow bedacych funkcjami MN zmiennych, np. $redniej wartosci ¥ cechy
Yw badanym okresie:

i N i+M 1
Y= Yu
M ONjL L,k
gdzie: / przebiega zbiér pewnych numeréw podokreséw (przewaznie kolejnych)
badania, np. /=a,a+ 1,..,a+M,-I; I"a — liczba naturalna=a+ Mk—1<M badz
réznicy  —Y, S$rednich w dwdch roznych podokresach badania, itd.

Jesli oszacowanie mamy wykona¢ metodg reprezentacyjng, powstaje zagadnienie,
jak losowac probe dla kazdego z M podokreséw badania? Z uwagi na r6znorodnos$c
szacowanych parametrow zwykle przyjmuje sie, ze tak samo liczng prébe bada sie
w kazdym z kolejnych podokreséw, na przyktad probe u-elementowa. Takie ujecie
badania reprezentacyjnego jest korzystne z przyczyn organizacyjnych, gdyz rozktada
rébwnomiernie w czasie prace zwigzang z obserwacjg statystyczna.

12.12. Badanie ciaglte metoda reprezentacyjng moze by¢ zorganizowane w rézny
sposéb:

a) przez caty okres badania préba obejmuje te same jednostki, czyli brak jest
jakiejkolwiek rotacji; badanie tak zorganizowane nazywamy badaniem stabilnym;

b) w kazdym podokresie, z wyjatkiem poczatkowego, pewna frakcja P proby jest
badana ponownie, a pozostata czes¢ préby obejmuje nowo wylosowane jednostki
badania; takie badanie nazywamy badaniem o czeSciowej rotacji;

¢) w kazdym podokresie badamy inng prébe, a wiec nie obejmujaca jednostek raz
badanych; to badanie nazywamy badaniem o catkowitej rotacji.
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Przyktad 12.5. Prowadzone w GUS badanie reprezentacyjne budzetéw rodzinnych
w latach 1986—1989 jest badaniem rotacyjnym o czeSciowej rotacji. W kazdym
terenowym punkcie badan wylosowano probe 48 gospodarstw domowych. Ta proba
zostata podzielona na cze$¢ statg ztozong z 4 gospodarstw badanych w tym samym
kwartale (facznie 4x4=16 gospodarstw domowych) oraz cze$¢ zmienng, obejmujaca
po dwa gospodarstwa na kwartat (2 x4 x 4= 32 gospodarstwa domowe). Gospodars-
twa czesci statej sg badane co roku w tym samym kwartale, natomiast gospodarstwa
czesci zmiennej sa badane jednorazowo w okreSlonym kwartale. Stad wynika, ze
w kazdym kwartale bada sie w terenowym punkcie badania 6 gospodarstw domo-
wych, z ktérych 4 gospodarstwa sg co roku w probie powtarzane, a 2 gospodarstwa
sg nowe. Proba wylosowanych 900 terenowych punktéw badania obejmuje w kazdym
kwartale 5400 gospodarstw domowych, czyli rocznie 21600 gospodarstw domowych.
W 1987 r. nastapito zwiekszenie préby na terenach wiejskich o 50%; badanie
obejmuje 1068 terenowych punktéw badan.

Omawiane badanie budzetéw rodzinnych jest badaniem o rotacji kwartalnej. Dla
danych rocznych jest t6 badanie o catkowitej rotacji. Natomiast dla okresu 4 lat jest
ono badaniem o czeSciowej rotacji.

12.13. Z rozwazan (pkt. 12.8.) mozna sadzi¢, ze gdy celem badania jest poznanie
dynamiki, czyli ustalenie zmian w warto$ciach $redniej, najkorzystniejsze jest badanie
stabilne, w ktérym przez caty okres badania (np. roczny) obserwacja statystyczna
dotyczy jednej i tej samej proby. Jezeli natomiast celem badania jest oszacowanie
pozioméw (np. $rednich warto$ci cech) w pewnych podokresach badZz w catym okresie
badania, badanie stabilne jest mato efektywne i powinno by¢ zastapione badaniem
rotacyjnym.

12.14. Dhtuzsze badanie ankietowe tych samych jednostek badania powoduje ich
nieche¢ do uczestniczenia w badaniu od samego poczatku (odmowy) oraz moze
powodowac¢ wzrost systematycznych btedéw odpowiedzi. W sumie, badanie populacji
generalnej z danych wylosowanej préby ogranicza sie do badania jakiej$ wyodreb-
nionej z populacji generalnej jej czesci. Inaczej mdwiagc, im wiecej odméw czy na
poczatku badania czy tez w jego trakcie, tym bardziej obcigzone pozostajg wyniki
badania reprezentacyjnego i jego oceny szacowanych parametréw. Dlatego badania
stabilne powinny by¢ zastepowane badaniami rotacyjnymi o mozliwie krotkim okresie
rotacji. Rotacja moze by¢ catkowita badz czesciowa, ale o nieduzej frakcji czesci
powtarzalnej proby.

12.15. Zadania. 1 Z populacji N = 1200000 indywidualnych gospodarstw rolnych
wylosowano u!=75 tys. gospodarstw (Ipbz), otrzymujac ocene przecietnej X wielkosci
gospodarstwa x,=6,25 ha; w drugiej fazie badania, w celu oszacowania przecietnej
Y liczby trzody chlewnej na gospodarstwo wylosowano z tej préby wn=2055
g?spodarstw uzyskujac dane:

=5150 X Yf=23864 X Xi= 12597°8

i=1 i—1 i=1

n
xf = 11470056 X x(y.=45855,64

=
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a) oszacowa¢ Y oraz Ddf(/’); b) zaktadajac, ze korzystamy jedynie z proby
wylosowanej do drugiej fazy (co jest réwnowazne jednofazowemu Ipbz) oszacowaé
P oraz D(y). Jak bardzo ro6zni sie ocena D(y) od Dy"? Oceni¢ wspotczynnik
p korelacji cech X i Y.

2. Szacujemy Srednig Y cechy ¥ w populacji N=100 tys. jednostek, przeznaczajac
na badanie K =15 mil zt. Jednostkowe koszty badania dwufazowego wynosza:
KAOOO zh, K2=20000 zt. Losujemy probe prostg (Ipbz) nt=4635 elementowa i na
podstawie danych z préby, dotyczacych cechy dodatkowej X dzielimy jg na cztery
warstwy, stanowigce nastepujace frakcje proby: 0,1; 0,3; 0,4 i 0,2. Stosujac losowanie
proporcjonalne warstwowe wylosowano n= 518 elementowg probe, z ktorej otrzy-
mano: y\ —2; y2=35; y3=5; y4=1 Oszacowa¢ S$rednig Y oraz procentowy biad
standardowy oceny, jes$li oszacowane wstepnie wariancje sjj=64, s,.= 16. Sprawdzic¢
spetnienie nieréwnosci (10).

1216, LITERATURA UZUPELNIAJACA: R. Zasepa [18] sir. 247 -270, J. Kordos [7].

Wyktad 13. Planowanie i realizacja
badania reprezentacyjnego

13.1. Kazde badanie statystyczne ma okreslony cel, ktéry powinien by¢ mozliwie
jak najdokfadniej sprecyzowany. Cel badania bytoby najlepiej okresli¢, formutujac
gtéwne hipotezy robocze, ktdrych weryfikacje zamierzamy oprze¢ na wynikach
przygotowywanego badania statystycznego. W przypadku badan prowadzonych
w Gldwnym Urzedzie Statystycznym ich wyniki sg wykorzystywane przez rozne
instytucje administracyjne i badawcze. Czesto badania statystyczne sa wielocelowe.
Dlatego cel badania przedstawia sie zwykle podajac zakres informacji, ktére
zamierzamy uzyska¢, w postaci zestawu makiet tablic podstawowych, pokazujacych
jakie dane statystyczne planuje sie uzyska¢, w jakich przekrojach i klasyfikacjach.
Rzecz jasna, dane te sg powigzane z trescig formularzy (kwestionariuszy) badania
statystycznego.

132. Jak juz bylo podkreslone w pierwszym wyktadzie, kazde masowe badanie
statystyczne zawiera pewne bledy. Planujgc badanie statystyczne powinnismy zwréci¢
szczeg6lng uwage na te czynnosci, ktore przyczyniajg sie do redukcji btedow
statystycznych. W badaniach reprezentacyjnych btedy te mozna ujagé w dwie obszerne
klasy: a) btedéw losowych oraz b) btedéw nielosowych. Btedy nielosowe wystepuja
zarbwno w badaniach petnych, jak i w badaniach reprezentacyjnych, czy innych
badaniach czesciowych.

13.3. W teorii metody reprezentacyjnej abstrahuje sie od zagadnienia btedow
nielosowych. Przyjmuje sie w niej zatozenie, ze préba jest wybrana Scisle wedtug
zatozonego schematu losowania, a jej zawarto$¢ bedzie przedmiotem badania, bez
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opuszczen i bez bledéw odpowiedzi. Takie podejscie pozwala na uproszczenie
rozwazan i skoncentrowanie sie¢ na zagadnieniach precyzji szacunku metoda
reprezentacyjng. Jednak wiadomo, ze w praktyce badan reprezentacyjnych zatozenie
przyjete w teorii nie bedzie nigdy spetnione i ten fakt nalezy odpowiednio uwzglednia¢
przy planowaniu badania reprezentacyjnego.

13.4. Kazde badanie statystyczne pociaga za sobg okreslone koszty. Jedynie dobra
ocena elementarnych kosztow réznych czynnosci badania statystycznego pozwala na
taka jego organizacje, aby przy tgcznych kosztach badania uzyska¢ jak najlepsza
doktadnos¢ wynikdéw. Na te doktadno$é, w przypadku badania reprezentacyjnego,
wywieraja wptyw nie tylko bledy losowe, ale takze btedy nieloSowe. W pewnych
przypadkach wieksza role bedg odgrywaty btedy losowe, w innych — btedy nieloSowe.
Na ogot sadzi sie, ze w przypadku duzych prob, obejmujacych setki JLPS wazniejszy
wptyw na doktadno$¢ badania reprezentacyjnego majg btedy nieloSowe niz bledy
losowe; gdy proby sg stosunkowo nieduze jest przeciwnie.

13.5. Po sprecyzowaniu celu badania reprezentacyjnego plan badania reprezentacyj-
nego powinien m.in. ustali¢: a) metode zbierania informacji statystycznej, b) schemat
losowania proby i jej wielkos¢, c) reguty estymacji, d) zasady opracowania danych,
e) algorytm oceny precyzji wybranych ocen badania, f) plan czynnosci, dotyczacych
ocen dokfadnosci wynikéw badania ze wzgledu na btedy nielosowe.

13.6. Planujac badanie reprezentacyjne nalezy scisle zdefiniowa¢ badang populacje
(badane populacje) oraz jednostki badania. Jest to niezmiernie wazne dla kontroli
btedéw nielosowych Jednostkami badania moga by¢ np. zaklady pracy okre$lonej
branzy przemystu, a takze pracownicy tych zaktaddéw. Niektore grupy jednostek
badania sa, z réznych przyczyn, wytaczone z badania. Np. w badaniach gospodarstw
domowych nie biorg udziatlu tzw. gospodarstwa zbiorowe, personel sit zbrojnych itp.
Jesli takich wylaczen nie uwzglednimy przy opracowaniu planu badania powstajg przy
realizacji badania btedy pokrycia oraz wzrastaja btedy standardowe szacunkdw.

13.7. GYownymi metodami zbierania informacji statystycznej sa: a) metoda
obserwacji oraz pomiaru, b) metoda bezposredniego wywiadu oraz c¢) metoda
samospisywania. W krajach o wysokim stopniu telefonizacji stosuje sie tez metode
wywiadu telefonicznego. Pierwsza metoda jest metodg najdrozsza; jej zaletg jest
minimalizacja btedéw odpowiedzi. Tansza jest metoda bezposredniego wywiadu czesto
stosowana w badaniach spotecznych i demograficznych; jej zaletg jest ograniczenie
btedéw odpowiedzi, ale nie tak duze, jak w przypadku metody pomiaru. Najtansza
jest metoda samospisywania. Jej zaleta jest mozliwos¢ ograniczenia czynnosci
przesyfania i odbioru pocztg kwestionariusza badania. Takie podejscie, z uwagi na
zmniejszenie kosztow badania statystycznego, jest coraz czesciej stosowane w praktyce
miedzynarodowej w badaniach masowych, np. w spisach powszechnych. Przekazanie
kwestionariuszy do wypetnienia i ich odbiér po wypetnieniu moze byé wykonywany
przez osobny personel badania.

W zaleznosci od zastosowanej metody zbierania informacji statystycznej rdzne
schematy losowania proby moga sie okazac efektywniejsze.

13.8. Planujac badanie reprezentacyjne nalezy wybra¢ najefektywniejszy schemat
losowania proby oraz najefektywniejszy estymator szacowanego parametru, czyli



najefektywniejsza strategie probkowania, sposréd mozliwych strategii do zastosowania

w danej sytuacji. Przypus¢my, ze szacujemy parametr T i rozwazamy dwie strategie:

Hv w ktorej estymator oznaczymy t2 oraz schemat losowania A, symbolicznie
(rj,A) oraz H2 w ktorej estymator oznaczymy t2 oraz schemat losowania B,

symbolicznie H2(t2,B). Moéwimy, ze strategia HI(t2 A) jest efektywniejsza od stra-

tegii H2(t2, fl), jezeli Sredni btgd kwadratowy estymatora t2 jest mniejszy niz Sredni
btad kwadratowy estymatora t2, czyli MSE(tINA)<MSE(t2B). Jezeli MSE(tI\A)=
=MSE(t2\A) moéwimy, ze obie strategie sg tak samo efektywne. W przypadku
estymatoréw nieobcigzonych, czyli strategii aieobcigzonych zamiast $rednich bledéw
kwadratowych poréwnujemy wariancje D2(t2A) oraz D2(t2\B). Podobnie pos-
tepujemy, gdy estymatory tv t2 sg obcigzone, zgodne, a préba jest dostatecznie duza,
aby obcigzenia estymatoréw uzna¢ za nieistotne.

Jedli estymatory tu t2 wykorzystuja te samg informacje dodatkowa, zamiast méwic

o efektywnosci strategii bedziemy moéwili o efektywnosci schematow losowania.
13.9. Poréwnujagc efektywno$¢ schematow losowania przy danej wielkosci proby

mamy nastepujace prawidtowosci:

a) losowanie indywidualne jest efektywniejsze niz losowanie zespotowe, a roznica
w efektywnosci wzrasta ze wzrostem wielkosci zespotowych JL;

b) losowanie warstwowe jest efektywniejsze niz losowanie nieograniczone; réznica
w efektywnosci jest tym wieksza im bardziej sg jednorodne warstwy pod wzgledem
wartosci badanych cech;

c) losowanie zespotowe z odpowiednio dobranymi réznymi prawdopodobienstwami
wyboru jest efektywniejsze niz losowanie z jednakowymi prawdopodobienstwami
wyboru;

d) losowanie dwustopniowe jest efektywniejsze niz losowanie jednostopniowe zes-
potéw stanowigcych JLPS;

e) losowanie bez zwracania jest efektywniejsze niz losowanie ze zwracaniem; réznica
w efektywnosci jest tym wieksza im wiekszg cze$¢ populacji obejmuje préba.
13.10. Wyzej wymienione prawidtowosci wystepuja, gdy poréwnujemy efektywnos¢

réznych schematéw losowania, przy tej samej wielkosci proby. Pomijajac zagadnienie

btedéw nielosowych, racjonalne planowanie badania reprezentacyjnego polega na
wyborze najefektywniejszego schematu losowania, przy ustalonym catkowitym koszcie
badania (po ewentualnym wyodrebnieniu kosztéw czynnosci zwigzanych z redukcja
btedéw nielosowych)l). Wéwczas wielkos¢ proby wypadnie r6zna w zaleznosci od
rozwazanego schematu losowania. Np. koszt jednostkowy (na jednostke badania)
bedzie przewaznie wielokrotnie wyzszy w przypadku losowania indywidualnego niz
zespotowego badz z powodu wysokiego kosztu skonstruowania operatu losowania,
badz kosztu zebrania informacji statystycznej. W rezultacie proba losowana
indywidualnie musiataby by¢ znacznie mniejsza niz préba losowana zespotowo.

W pewnych konkretnych sytuacjach efektywno$¢ schematu losowania zespotowego

moze wiec wypas¢ wieksza niz losowania indywidualnego. To wskazuje na wielka

* W rzeczywistoéci sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz przy pewnych schematach losowania préby
jednostkowe koszty redukcji btedéw nielosowych (np. btedéw pokrycia), bedg znacznie wyzsze (koszty niezbednych
powtérnych wizyt jednostek rozrzuconych w terenie) niz przy innych schematach losowania préby.
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wage analizy kosztéw badania, przy planowaniu badania reprezentacyjnego.

13.11. W celu wylosowania préby niezbedne sg materiaty, mogace stanowic,
ewentualnie po pewnej przerobce, operat losowania. W zaleznosci od rozwazanego
schematu losowania operat losowania powinien mie¢ odpowiednig forme. Na ogdl
wyréznia sie operaty listujgce (w formie wykazéw jednostek badania) oraz operaty
zespotowe, przewaznie obszarowe. Jednostki losowania powinny byé w operacie
uporzadkowane, czyli kolejno ponumerowane oraz zawiera¢ informacje, pozwalajace
na doktadne zidentyfikowanie (cechy adresowe, granice w przypadku operatu
obszarowego itp.). W celu dobrego przeprowadzenia badania reprezentacyjnego operat
losowania powinien by¢ wolny od takich defektow, jak: niedoktadno$¢, niekomplet-
nos¢ oraz podwaojne figurowanie niektdrych jednostek badania. Niezmiernie pozadane
jest, aby operat losowania zawierat informacje o wartosciach pewnych cech dla
poszczeg6lnych JL, ktdre mozna wykorzysta¢ jako wartosci cech dodatkowych, dla
uzyskania efektywniejszego schematu losowania proby oraz efektywniejszych regut
estymacyjnych.

13.12. Rzadko operat losowanih konstruuje sie niezaleznie dla kazdego kolejnego
badania statystycznego. Przewaznie zmiany dokonuje sie w zwigzku z prze-
prowadzonym spisem i réznymi sposobami stara sie go aktualizowa¢ w p6zniejszych
okresach. Doswiadczenie wskazuje, ze jesli operat moze by¢ aktualizowany ze wzgledu
na ,nabytki” (nowe JL badZz jednostki badania) oraz ,ubytki” (JL badZz jednostki
badania znikajace), btedy z usterek operatu nie sg zwykle powazne. Aktualizacja
operatu losowania jest trudniejsza w odniesieniu do operatow listowych niz
w odniesieniu do operatéw zespotowych.

Przyktad 13.1. Sytuacja jest dos¢ skomplikowana w powtarzalnych badaniach
ekonomicznych, szczegblnie dotyczacych badania przedsiebiorstw i zaktadow. Jak
podkre$lajg statystycy z Biura Spisdw Stanéw Zjednoczonych?2) zaktady (prywatne)
wypadajg albo wchodza do dziatalnosci stosunkowo czesto; pozostajac w dziatalnosci
(handel, produkcja, ustugi) moga sie rozszerza¢ badz kurczyC. Spotki stale zmieniajg
sktad przez tgczenie sig, nabytki i tworzenie nowych zaktadow.

W miesiecznych badaniach reprezentacyjnych przedsiebiorstw handlowych wykorzy-
stywany jest wieloraki operat losowania oparty na operacie listujgcym oraz operacie
powierzchniowym. W USA istnieje Standardowy Wykaz Statystyczny przedsiebiorstw
aktualizowany danymi z wewnetrznych urzeddw podatkowych i z administracji
ubezpieczeniami spotecznymi, gtdwnie w celu aktualizacji identyfikacji pracodawcow
(kazdy zaktad posiadajagcy ptatnych pracownikéw musi posiada¢ rachunek Ubez-
pieczenia Spotecznego (Social Security) oraz odpowiadajacy ldentyfikator Pracodaw-
cy) do wiaczenia nowych firm zatrudniajgcych ptatny personel. Operat obszarowy
wykorzystuje sie dla pokrycia zbiorowosci nie ujetej przez operat listowy. Badanie
Przedsiebiorstw Hurtu spoczywa w cato$ci na operacie listujgcym.

Najwazniejsze sa notowania ,,nabytkéw” i ,,ubytkéw”. Przy obrocie zaktadow okoto
20% rocznie, pominiecie nabytkow lub ubytkéw powaznie wptywa na biad oceny
zarébwno poziomu, jak i dynamiki.

2) Zob. [15].
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13.13. W celu wiasciwego podjecia decyzji, co do schematu losowania proby
w przygotowywanym badaniu reprezentacyjnym oraz wielkosci proby, konieczna jest
znajomo$¢ pewnych parametrow rozktadow wazniejszych cech, takich jak: wariancje
tych cech pomiedzy JL czy pomiedzy jednostkami badania wewnatrz JL, korelacja
cech itp. Oceny tych parametrow moga by¢ dokonane na podstawie danych
z poprzedniego badania populacji, o ile takie badanie byto niedawno przeprowadzone.
Badanie tych materiatéw, nie koniecznie petne, dostarczy wystarczajaco precyzyjnych
ocen dla zadecydowania, jaki schemat losowania préby nalezy zaakceptowac. Jesli dla
szacunkdéw wymienionych wyzej parametrow rozktadow nie istniejg materiaty
statystyczne niezbedne jest przeprowadzenie badania wstepnego na stosunkowo niezbyt
duzej probie.

13.14. Dotychczasowe doswiadczenia pokazujg, ze problem ustalenia minimalnej
wielko$ci proby gwarantujacej zadang precyzje szacunkéw, powoduje praktyczne
trudnosci. Przede wszystkim nalezy: a) wybra¢ od kilku do kilkunastu wazniejszych,
szacowanych w planowanym badaniu, parametrow populacji, b) okresli¢ maksymalnie
dopuszczalne btedy przy szacowaniu parametrow, c) ustali¢c poziom ryzyka
przekroczenia tych ,,maksiméw”; dopiero posiadanie takich informacji oraz danych
omawianych w poprzednim punkcie pozwala okresli¢, jak wielka préba spetnia
postawione warunki.

Jak wiadomo, celem przygotowywanego badania reprezentacyjnego jest z reguly
szacowanie olbrzymiej liczby parametréw populacji, czyli liczby pozycji makiet tablic
wynikowych. Samo przedstawienie tych tablic planujagcemu badanie reprezentacyjne
nic nie daje. Tymczasem, tylko organizatorzy badania znajac warunki moga wybrac
okreslong liczbe najwazniejszych parametrow.

Przypusémy, ze taki wybdr zostat dokonany. Konieczne jest woéwczas okreslenie,
dla kazdego z wybranych parametréw, ,,maksymalnego” dopuszczalnego bledu, a wiec
wyrazenie go w procentach warto$ci szacowanego parametru z podaniem ,orientacyj-
nej” wielkosci tego parametru. RoOwnoczesnie nalezy ustali¢ wielko$¢ ryzyka btedu
szacunku wiekszego niz ,,maksymalny”. Zwykle przyjmuje si¢ to ryzyko na poziomie
*=0,05, co oznacza, ze szansa na tzw. maksymalny btgd szacunku wynosi 5%; inaczej
mozna to wyrazié¢: gdybysmy przy *=0,05 szacowali 100 r6znych parametréw, to dla
okoto pieciu parametréw biad bedzie wiekszy niz ,,maksymalny” (zatozony), a dla
okoto 95 parametréw bigd bedzie sie miescit w wyznaczonych granicach.

Uwaga 13.1. Przy okre$laniu zadanej precyzji estymacji nalezy unika¢ stawiania
przesadnych warunkéw do wielkosci btedu losowego estymacji. Np. gdy spodziewamy
sie btedu rzedu 5% wskutek btedéw odpowiedzi nie nalezy zada¢, aby ,,maksymalny”
btad losowy szacunku byt réwny 5% warto$ci szacowanego parametru; wystarczy
ustali¢ granice btedu losowego na 10%. Przesadne wymaganie precyzji estymacji moze
przekresli¢é mozliwos¢ badania reprezentacyjnego badz nie potrzebnie podrozy¢ jego
koszty.

13.15. Stosunkowo proste jest okres$lenie minimalnej wielkosci préby, gdy stosujemy
schemat indywidualnego Iphz, jak to pokazuje nastepujacy przyktad.

Przyktad 13.2. Jak wielkg prébe (n=7?) nalezy wylosowaé, stosujac indywidu-
alne Ipbz z populacji N=100000, aby przy szacowaniu wartosci globalnej Y nie
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pomyli¢ sie wiecej niz o 10%, z ryzykiem a=0,05? Z wstepnej proby otrzymaliSmy
S2=2, y=15.

Postawiony  warunek jest réwnowazny temu, aby 2D(Y)=0,1Y, czyli
4D2(y)=0,01 Y2.

Otrzymujemy w przyblizeniu:

=0,0028125- « =354
05

Nalezy wylosowaé probe wielkosci n= 354 elementy.

Przypusémy, ze zalezy nam réwniez na oszacowaniu frakcji P jednostek
wyréznionych z bledem nie przekraczajgcym 5% jej wartosci. Jaka powinna by¢
minimalna wielko$¢ proby, jesli przypuszczamy, ze P wynosi okoto 0,1?

2D(p)=0,05P 4D2(p)= 0,0025P2

Ale:

Otrzymujemy warunek:

Proba powinna obejmowaé n*= 12587 elementéw populacji generalnej.

13.15. Dla poréwnania efektywnosci roéznych strategii amerykanski statystyk
L. Kish wprowadzit pojecie efektu strategii, miary oznaczanej symbolicznie ,,Deff (m)"
od wyrazenia angielskiego ,design elect”. Efekt strategii oblicza si¢ jako iloraz
wariancji danej strategii D2(t\H) do wariancji strategii opartej na indywidualnym Ipbz,
D2(t\Ipbz). Dla przyktadu, jesli szacujemy warto$¢ globalng cechy Y to dla populacji
N-elementowej i préby n-elementowej otrzymamy:

/
Chcac te strategie porowna¢ ze strategig losowania zespotowego prostego bez
zwracania, otrzymamy:

Deff(y)x\+{M-\)K
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gdzie: M jest przecietng wielko$cig zespotu stanowigcego JL, natomiast K jest mia-
ra jednorodno$ci wewnatrzzespotowej okreslonej wedlug wzoru (10) z wykfadu 9.
Jesli wielkosci zespotéw stanowigcych JL nie rdznig sie znacznie, jak wiemy,
M l<+c"|. Znajagc minimalng wielko$¢ n proby, w przypadku losowania
indywidualnego, mozemy okresli¢ minimalng wielkos¢ préby w przypadku losowania
zespotowego, o ile potrafimy oceni¢ M oraz k.

Przyktad 13.3. Dane, jak w przykladzie 13.2. Jak wielka powinna by¢ préba przy
szacowaniu wartosci globalnej Y?

Przyjmujemy, ze oceniamy M =50 oraz k=0,2. Z (1) otrzymujemy:

Deffty) « 1+ (50—1)m,2= 10,8

Préba powinna obejmowac 354 +10,8 jednostek badania, czyli 3823 jednostki badania,
inaczej m= 76 zespotowych JL.

Uwaga 13.2. Szacowanie wartosci k dla réznych cech badanych w czasie NSP 1970 r.
przeprowadzit B. Lednicki [8]. W przypadku cech demograficznych k przyjmowato
wartosci od 0,06 do 0,716.

Przyktad 134. W dniu 30 Il 1974 r. przeprowadzono spis ludnosci i mieszkan
metodg reprezentacyjna. JL byt obwoéd spisowy. Losowanie byto warstwowe
(populacja liczyta 39 warstw), a proba z danej warstwy wynosita 5% albo 10%
obwodow. Tablice wynikowe podawaty dane o liczbach ludnosci wyrdznionych
kategorii. Ponadto, oszacowano procentowe btedy standardowe szacunkéw w zalezno-
§ci od wielkosci pozycji. W oparciu o dane dla wojewo6dztwa koszalinskiego oraz dla
m. st. Warszawy i wojewoOdztwa warszawskiego, w poréwnaniu z wielkosciami bedu
standardowego w przypadku losowania indywidualnego (lpbz), obliczono przecietne
oceny bledéw standardowych3). Wartosci Deff zostajg podane w ponizszej tablicy.

Z danych tabl. 1 wynika, ze efekt Deff jest coraz mniejszy, gdy pozycja tablicy
wynikowej maleje. R6znice pomiedzy wartosciami dla proby 10% i dla préby 5%
wynikajg prawdopodobnie z réznic pomiedzy wartosciami miary Kk jednorodnosci
wewnatrzobwodowej. Obie préby nie pochodzg z tej samej, lecz z rpznych populacji.
Préba 10% zostata wylosowana z wojewodztwa koszalinskiego, natomiast préba 5%
z m. st. Warszawy i wojewo6dztwa warszawskiego.

Tabl. 1. Wartosci Deff dla strategii losowania zastosowanej w Mikrospisie 1974, przy
szacowaniu liczb ludnosci wyréznionej kategorii

Przecietna liczba ludnosci Wartosci Deff
wyroznionej kategorii proba 10% préba 5%
100000 40,6 85
50000 181 &3
20000 76 17
10000 35 I
5000 23 18
2000 20 11
1000 14 12
500 12 10
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13.16. W wykladzie nie omawiam zagadnienia, jak wysoka czes¢ kosztéw badania
reprezentacyjnego nalezy przeznaczy¢ na dziatalno$¢ zwiazang z redukcjg bledow
nielosowych. Jest to zagadnienie samo w sobie, poza problemami metody
reprezentacyjnej.

1318 LITERATURA UZUPELNIAJACA: Cz. Bracha [1] str. 22—24, 30 48, 82 84, J Kordos [11]
str. 98—109, A Kubiczek [11] str. 160—169, J. Bielecki [11] ‘str. 50—64.

3, Zob. R Zasepa [10] str. 12—28.

Wyktad 14. Planowanie i realizacja
badania reprezentacyjnego (dok.)3

141. W poprzednim wyktadzie omowione zostaty wazniejsze zagadnienia zwigzane
z planowaniem badania reprezentacyjnego, $cidlej z ustaleniem schematu losowania
préby i jej wielkosci. Jak wiadomo, prawidlowe wykonanie tego zadania wymaga
posiadania odpowiednich informacji, bez ktérych zaprojektowany plan badania
reprezentacyjnego moze by¢ daleki od optymalnego. Do nich naleza:
il okreslenie elementarnych kosztow jednostkowych roznych czynnosci badania
statystycznego;
2. informacja o materiatach poprzedniego badania pelnego tej samej populacji, jaka
projektujemy objg¢ badaniem reprezentacyjnym oraz o innych materiatach
dostepnych, ktére mogg by¢ wykorzystane, ewentualnie po pewnym udoskonaleniu
(np. po ich aktualizacji, uporzadkowaniu, wykresleniu jednostek figurujacych
w nich wielokrotnie itp.), jako operat losowania proby;
informacja o zakresie mozliwych do wykorzystania w planowanym badaniu
reprezentacyjnym danych, dotyczacych obecnie badanych cech badz cech z mmi
wysoko skorelowanych, dla jednostek losowania proby; te dane moga by¢
wykorzystane do:
a) podziatu populacji na warstwy.
b) ustalenia prawdopodobienstw wyboru JL, .
ci konstrukcji estymatoréw ztozonych, np. estymatoréw ilorazowych;
informacja o istniejacych danych, dotyczacych parametréw rozktadu badanych cech
w projektowanym badaniu reprezentacyjnym, takich jak: warto$¢ globalna
(Srednia), wariancja pomiedzy oraz wewnatrz JL korelacja pomiedzy badanymi
cechami itp.; brak tego rodzaju informacji jest niekorzystny i moze wymagac
nrzeprowadzenia badania wstepnego.
okreslenie najwazniejszych, szacowanych parametréow oraz wielkosci ,,maksy-
malnych” dopuszczalnych biedéw ocen / ustalonym ryzykiem przekroczenia,

3

=

4
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np. 100 a=5%; jest to istotne dla ustalenia ostatecznej wielkosci proby oraz

tacznych kosztéw badania reprezentacyjnego.

142. W poprzednim wykfadzie pominieto bardzo wazne praktycznie zagadnienie
— jaka czes¢ kosztow przeznaczonych na projektowane badanie reprezentacyjne
nalezatoby przeznaczy¢ na czynno$ci zwigzane z redukowaniem btedéw nielosowych?
Wobec tego, ze odpowiednia decyzja powinna by¢ podjeta w czasie planowania
badania reprezentacyjnego, nie mozna ustala¢ regut decyzyjnych, gdyz warunki badan
statystycznych sg r6zne. W jednych badaniach — ze wzgledu na bardzo niekorzystny
wptyw btedéw nielosowych na doktadno$¢ wynikow — nalezy znaczng cze$¢ Srodkow
finansowych przeznaczy¢ na czynnosci kontrolne, m.in. dodatkowe kontakty
z respondentami, aby zredukowa¢ spodziewane biedy nielosowe, nawet kosztem
znacznego zmniejszenia wielkosci proby. W innych badaniach sytuacja moze by¢
odwrotna. .

Na og6t uwaza sie, ze w przypadku mniejszych populacji nalezy potozy¢ wiekszy
nacisk na zwiekszenie liczebnosci préby, natomiast w przypadku wiekszych populacji
btad nielosowy przewaznie zdominuje biad losowy, a wiec nalezy potozy¢ wiekszy
nacisk na redukcje btedéw nielosowych.

14.3. Rozwazmy, jak rézne rodzaje zrodet btedéw nielosowych wptywajg na oceny

szacowanych parametréw. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze stosujemy Ipb: w celu
oceny sredniej wartosci badanej cechy K Zastanowimy sie najpierw, jakie nielosowe
btedy badania reprezentacyjnego moga by¢ wywotane przez wady operatu losowania
(przyjmujemy, ze jest to operat listujacy jednostek badania):
a) pominiecia pewnych jednostek nalezacych do badanej populacji, b) dwukrotne (a
nawet wiecej razy) zawieranie niektorych jednostek oraz c) obejmowanie jednostek
faktycznie juz nie istniejacych (wskutek niedoktadnej aktualizacji materiatbw operatu
losowania).

W przypadku a) zadna z pominietych jednostek w operacie losowania nie moze by¢
wylosowana do préby, czyli zamiast populacji bedacej celem badania, badamy jaka$
jej czes¢. Jesli rozktad cechy Y jest inny w pominietej czesci niz w calej badanej
populacji szacunki parametréw beda obcigzone, a stosowane estymatory beda miaty
inne rozktady niz w przypadku braku jakichkolwiek pominie¢ w operacie losowania.
Zilustrujemy to na przykladzie.

Przyktad 14.1. Populacja obejmuje N=11 jednostek badania, natomiast w operacie
listujacym pominieto ostatnig jednostke (nr 11). Losujemy prébe n=2-elementowg
stosujac estymator:

1

" |
Y=~ Z ¥ =,(Vi+t.v2> 0)

= BN

Ponizej zestawiono wartosci cechy Y dla populacji oraz wartosci estymatora (1).

Nr jedn. i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
MO
noj) 3 4 1 2 2 3 3 4 i 4 5
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Wartosci y dla poszczegdlnych préb
(bez jednostki nr 11)

K1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 35 X X X X X X X X
3 20 25 X X X X X X X

4 25 30 15 X X .X X X X

5 25 30 15 20 X X X X X

6 30 35 20 25 25 X X X X

7 30 35 20 25 25 30 X X X

8 35 40 25 30 30 35 35 X X

9 20 25 10 15 15 20 20 25 X

10 35 40 25 30 30 35 35 40 25

Razem 255+ 26,0+13,0+14,5 + 125+ 12,0+ 9,04-6,5 + 25 = 1215

E(y) = 1215 :45 =27 ¢ Y= 291

Obcigzenie B=*2,7—2,91 = —0,21, co stanowi 7,2% rzeczywistej wartosci $redniej Y
tatwo obliczy¢, ze:

cw H

Estymator (1) traktowany w teorii metody reprezentacyjnej jako nieobcigzony,
wskutek wadliwego operatu losowania staje sie estymatorem obcigzonym oraz
MSE{y) = 0,538+0,212= 0,582.

14.4. Jesli w operacie losowania pewne jednostki badania figurujg dwukrotnie (badz
wiecej razy), to te jednostki majg dwa razy (badz wiecej razy) wiekszg szanse dostania
sie do proby niz pozostate jednostki, a wiec struktura prob zostanie w pewien sposéb
zdeformowana i estymator (1) stanie sie estymatorem obcigzonym, ilustruje to
nastepny przyktad.

Przyktad 14.2. Korzystamy z danych poprzedniego przyktadu zakladajac, ze
jednostka o numerze 11 nie istnieje ani w populacji badanej, ani w operacie
losowania. Zatozymy ponadto, ze jednostka figurujagca pod numerem 3 jest
powtdérzona w tym operacie pod numerem 9. Zatem populacja obejmuje faktycznie
jednostki o numerach od 1 do 8 oraz 10. Szacowana S$rednia P wynosi zatem

S*
E = 0,538 (poniewaz Sj = 1,3444).

26
Fzgz 2,89. Warto$¢ oczekiwana Sredniej z proby jest taka sama, jak poprzednio:

E(y) =2,7. Obcigzenie wynosi wiec 5=2,7 —2,89= —0,19, co stanowi 6,6% szacowanej
Sredniej' P t

14.5. Wymieniony w punkcie 14.3 przypadek c) istnienia w operacie losowania
jednostek faktycznie juz nie istniejacych (,,wybylych”) réwniez powoduje znieksztat-
cenie procesu estymacyjnego, jak tego dowodzi nastepujacy przykiad.

Przyktad 14.3. Populacja wykazana w operacie losowania N = 10-elementowa, jak
w przykfadzie 14.1 (po usunieciu jednostki ft=Il). Proba n= 2-elementowa. Szacujemy
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$rednig ¥, jednostki k=9, ktora nie wchodzi w sktad badanej proby populacji. Zatem
populacja badana jest N = 9-eiementowa oraz faktycznie 7=2L 2,89. Wartosci y dla

wszystkich mozliwych do wylosowania préb 2-elementowych podane sa nizej:

1 K 1 2 3 4 5 6 7 8 % 9 9%
2 35 X X X X X X X X X X
3 2,0 2,5 X X X X X X X X X
4 25 3,0 15 X X X X X X X X
5 2,5 3.0 15 2,0 X X X X X X X
6 3,0 35 2,0 2,5 25 X X X X X X
7 3,0 35 2,0 25 2,5 3,0 X X X X X
8 35 4,0 2,% 3,0 3,0 35 35 X x X X
9a ? ? ? ? 7 ? 7 ? % % %
9b 3,0 4.0 10 2,0 2,0 3,0 3,6 4,0 X X X
9c 2,0 25 10 15 15 2,0 2,0 25 X x X
10 35 4,0 25 3,0 3,0 35 35 4,0 9 40 25

Zauwazamy, ze 9 préb na 45 obejmuje jednostke badania o numerze k=9
w operacie losowania. Wowczas powstaje pytanie — co robi¢, poniewaz nie mozna
obliczy¢ oceny zgodnie z (1)? Dlatego dla tych préb w powyzszej tablicy postawilismy
w wierszu 9a oraz w kolumnie 9a znak zapytania. Czesto w takich przypadkach
proponuje sie dwa rozwigzania:

b) pominiecie nie istniejacej wylosowanej jednostki,
) zastgpienie nie istniejacej wylosowanej jednostki jednostka sasiednia.

W przypadku b) $rednia z préby ri-elementowe;j:

y=- Y vy, zostaje zastapiona przez Srednig y' z

n,=,

uzyskanych obserwacji, czyli z n -n —1 obserwacji

1"
v'=— Y V dla préby obejmujacej nie istniejaca jednostke. 2
n '

W naszym przypadku:
r= gdy 1=9 oraz k=1, 2, .., 8 ©)
Woéweczas zamiast znakoéw /ap\tama otrzymamy wartoSci ocen / préby, jak podano

w wieis/u : kolumnie 9b Ponizej podajemy obliczenia wartosci oczekiwanej oraz
wariancji $redniej .



Yy I 15 2 25 3 35 4 Razem

Liczba préb t . . . . 1 2 6 9 12 9 6 45
Y 1 3 12 225 3% 35 24 130
ty'2 s 1 45 24 56,25 1080 11025 96 400

£(>)= —Yty'= 130:45= 289= Y
45

1
02Y) = 15 W00 —2:892= 05368 ; D(y') = 0,733

Gdyby nie wchodzacg do populacji jednostke usung¢ z operatu losowania, jako
nieaktualng, populacja objetaby 9 jednostek badania po usunieciu z operatu jednostki
k=9. Wowczas rozktad sredniej y z préby charakteryzowatby sie innymi parametrami
(w sensie wartosci) niz wyzej. Dla obliczenia E(y) oraz D2(y) nalezy z tablicy préb
usuna¢ wiersz, dotyczacy 1=9 oraz kolumne dotyczacg ft=9. Odpowiednie obliczenia
podajemy nizej:

Yy 15 2 25 3 35 4 Razem
Liczba préb
to... 2 4 9 9 9 3 36
3 8 225 27 315 12 104
ty2 mmm 45 16 56,25 8l 110,25 48 316

Ety) = 104:36 = 2,80 = f
D2y) = 316:36- 2,892 = 0,4321
0(y) = 0,657

Obydwa estymatory y’i y sg nieobcigzonymi estymatorami $redniej Y, jednak ich
wariancje réznia sie: D\y')> D2(y).

Wariancja estymatora y' jest o 24% wyzsza od wariancji 02y), a odchylenie
standardowe (btad standardowy) D{y') jest o 11,6% wyzszy od btedu standardowego
D2(y).

Przypusémy, ze zamiast postepowania wedtug b) postapimy wedtug c), zastepujac
nie istniejacg jednostke k=9 jednostka sasiednig, dla ktérej Y=1 (tego rodzaju
sugestie czestp obserwujemy w praktyce!). Wowczas w tablicy prob zastapimy dane
wiersza (oraz kolumny) 9b przez liczby wpisane do wiersza (i kolumny) 9c. Estymator
oznaczamy symbolem y".
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y" 1 15 2 25 3 35 4 Razem

1 4 7 12 9 9 3 45
1 6 14 30 27 315 12 - 1215
1 9 28 75 81 11025 48 352,25

E(M= 121,5:45=2,7*%P=2,89; B=L ")-T --0,19
02N = 352/15:45- 2,72=0,538

MSE(y")=0,538+ 0,192=0,574

VIMSE(>")=0,758

Zastepstwo nie istniejacej, ale wylosowanej do proby jednostki badania inng (np.
sgsiednig) jednostkg badania powoduje obcigzenie estymatora y $redniej f. W naszym
przypadku, $redni btagd kwadratowy MSE{y) jest o 33% wyzszy od wariancji D2(y),
ktéra odpowiada sytuacji, gdy operat losowania jest dobrze zaktualizowany
i dokladny. Obcigzenie B wynosi 6,6% szacowanej S$redniej. Widzimy, ze
MSE(y”)> D2(y), a wiec zastepstwo okazato sie w rozwazanym przyktadzie mniej
efektywne od pominiecia wylosowanej jednostki i stosowania estymatora okreslonego
wzorami  (2) i (3). Chociaz nie zawsze bedziemy obserwowaé zalezno$é
MSE(y”)>D2y'"), to z reguty wystapi obcigzenie estymatora. Uwazamy zatem, ze
metody c) nie nalezy stosowaé, lecz pomija¢ przypadki nie istniejacych jednostek, co
powoduje zmniejszenie préby, a wiec wzrost wariancji estymatora; jednak w przypad-
kach duzej préby ten wzrost nie bedzie tak silnie wptywat na doktadno$¢ estymacii,
jak to moze wystapi¢, gdy stosujemy metode zastepstwa, pociggajaca za sobg
obcigzenie estymatora.

Uwaga 14.1. Jedli zastepstwo polegatoby na przyjeciu do préby sasiedniej jednostki
(w rozwazanej w przyktadzie sytuacji bytaby to jednostka k=8 lub k= 10, dla ktorych
wartos$¢ cechy Y wynosi Yk=4) fatwo obliczy¢, ze estymator jest rowniez obcigzony.
Jego obciagzenie B wynosi 0,1(1) wariancja D2(y")=0,4(4) oraz MSE(y’)=0,457, a wiec
MSE(y")<D2y).

14.6. Rozwazania, ilustrowane powyzszymi przyktadami wskazuja, jak wazna jest
wilasciwa aktualizacja materiatéw, stanowigcych operat losowania proby. Aktualizacje
przeprowadzamy w krotkim odstepie czasu przed losowaniem préby. Wykonanie
odpowiednich czynnosci kontrolnych i usuniecie zauwazonych niedoskonatosci
operatu losowania préby przed jego wykorzystaniem przyczynia sie do poprawy
doktadnosci ocen badania reprezentacyjnego. Brak odpowiednio wykonanej ak-
tualizacji operatu losowania bedzie przyczyna duzych btedéw nielosowych szacunkéw.

14.7. W badaniach reprezentacyjnych GUS losowanie proby odbywa sie centralnie,
przy zastosowaniu techniki elektronicznej, co zabezpiecza przed popetnianiem btedow
przy losowaniu konkretnej proby. Niezmiernie wazna jest kontrola identyfikacji
wylosowanych do proby jednostek losowania, aby obserwacja statystyczna dotyczyta
jednostek faktycznie do préby wylosowanych, a nie innych, wskutek stabej
identyfikowalnosci pewnych jednostek w terenie. Pomytki bedg powodowaty biedy
nielosowe, a wiec pogorszenie dokladnosci wynikéw badania reprezentacyjnego.



14.8 W czasie zbierania informacji statystycznej z wylosowanej proby z réznych
przyczyn moga wystepowaé przypadki trudnosci uzyskania zadanych informacji,
prowadzace do deformacji wynikow badania. Bledy te mogg wystgpi¢ zaréwno
w badaniach reprezentacyjnych, jak réwniez w badaniach petnych. Moze wystepowaé
uzyskanie kontaktu z wylosowang do préby jednostkg badania, odmowy udzielenia
zadanych informacji w catosci lub w czesci, niedoktadnosci informacji badz nawet
udzielanie fatszywych danych. Skutki tego rodzaju bledéw, zwanych biedami
odpowiedzi, moga powaznie znieksztatcaé oceny réznych parametréow. Nawet na etapie
opracowania zebranych informacji moga wystapi¢ bledy w czasie: a) kodowania,
b) wprowadzania danych na tasSmy magnetyczne, c¢) kontroli uzyskanych zapisow
(redagowania), d) tabulacji wynikow.

Od Kkilkunastu lat coraz wiecej miejsca w literaturze naukowej poswieca sie
problemom redukcji tego rodzaju bleddw w badaniach statystycznych. Zakres
i ograniczenia czasowe niniejszego wyktadu nie pozwalajg na szersze omoéwienie tych
spraw.

149. Zadania. 1 Przedsiebiorstwo uzaleznia produkcje nowego typu urzadzenia
pomocnego w pracy gospodarstwa domowego od rozmiar6w jego sprzedazy, co
najmniej 5% gospodarstw zakupi dane urzadzenie po okreslonej cenie. W zwigzku
z tym wystano ankiete do wylosowanych (Ipbz) «=10000 gospodarstw domowych:
otrzymato odpowiedz od «,=8000 gospodarstw, wsréd nich byto 10% odpowiedzi
pozytywnych. Oceni¢ ,,prawdopodobng” dolna granice frakcji gospodarstw domo-
wych, ktére majg zamiar zakupi¢ urzadzenie planowane do produkcji.

2. Do n ti,= 2000 gospodarstw', ktére odméwity odpowiedzi w powyzszej ankiecie
wystano ankiete ponownie i uzyskano n2= 500 odpowiedzi; wsrdéd nich byto n,=0
odpowiedzi pozytywnych. Jak dodatkowa informacja wptynie na ocene, o ktérg
pytano w zadaniu.
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Dotychczas w serii
BIBLIOTEKA WIADOMOSCI STATYSTYCZNYCH
ukazaly sie nastepujace pozycje:

1967 r.

. Wybrane problemy statystyki w Polsce

Zagadnienia statystyki rolniczej

Statystyka regionalna. Aktualny stan i problemy rozwoju
Problemy demograficzne Polski Ludowej

1968 r.

Bilanse gospodarki narodowej

1969 r.

Problemy demograficzne Ziem Zachodnich i Potnocnych PRL
Zastosowanie metod matematycznych w statystyce

. Problemy demograficzne Kielecczyzny

Mierniki rozwoju regionow

1970 r.

Zatozenia programowe i organizacyjne Narodowego Spisu Powszechnego
w 1970 r.

Wybrane problemy prognoz statystycznych

Aktualne problemy statystyki regionalnej w krajach europejskich
Teoretyczne i metodologiczne problemy statystyki spotecznej

1971 r.

Badania statystyczne metoda reprezentacyjna w krajach socjalistycznych
Wybrane problemy metodologiczne badan reprezentacyjnych

Rola i zadania statystyki panstwowej w planowaniu i zarzadzaniu
gospodarka narodowg w krajach RWPG

1972 r.

. Aktualne problemy statystyki panstwowej
. Eksperymentalne badania budzetéw rodzinnych metodg rotacyjna

1973 r.

Problemy demograficzne wojewédztwa zielonogorskiego
Podstawowe problemy rozwoju statystyki regionalnej

Stan i perspektywy rozwoju statystyki w Polsce

Rozwoj regionalny Polski w $wietle badania dochodu narodowego

1974 r.

Problemy miernikéw poziomu zycia ludnosci
Aktualne problemy demograficzne kraju



1976 r.

Tom 25. Statystyka i ekonometria w Polsce Ludowej
Tom 26. Zagadnienia metodologiczne statystyki spoteczno-demograficznej

1978 r.

Tom 27. Rola miodziezy w zyciu spoteczno-gospodarczym kraju

Tom 28. Narodowy Spis Powszechny 7 grudnia 1978 r. Metodologia i organizacja

Tom 29. Metodologia badan reprezentacyjnych w GUS Prace Komisji Matematycz-
nej

1979 r.

Tom 30. Narodowy Spis Powszechny 1978 jako zrédto informacji o migracjach
Tom 31. Statystyka i ekonometria w Polsce Ludowej (wyd. drugie — zmienione)

1981 r.

Tom 32. Tematyka i organizacja spisow powszechnych w Polsce
1983 r.

Tom 33. Problemy demograficzne wojewodztwa lubelskiego

1987 r.

Tom 34. Problemy integracji statystycznych badan gospodarstw domowych
Tom 35. Doktadno$¢ danych w badaniach spotecznych (autor Jan Kordos)

1989 r.

Tom 36. Problemy badan statystycznych metoda reprezentacyjng
Tom 37. Badanie budzetu czasu ludnosci

1990 r.

Tom 38. Statystyczne metody badania cen

1991 r.

Tom 39. Zarys metody reprezentacyjnej (autor Ryszard Zasepa)
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